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A côté des revues périodiques spéciales enregistrant 
au jour le jour le progrès de la Science, il nous a 
semblé qu'il y avait place pour une nouvelle forme 
de publication, destinée à mettre en évidence, par 
un exposé philosophique et documenté des décou- 
vertes récentes, les idées générales directrices et les 
variations de l'évolution scientifique. 

A l'heure actuelle, il n'est plus possible au savant 
de se spécialiser ; il lui faut connaître l'extension 



aradiiellemenl croissante des domaines voisins: 
mathématiciens et physiciens, chimistes et biologistes 
ont des intérêts de pins en pUis Hés. 

C'est pour répondre à cette nécessité que, dans 
une série de monographies, nous nous proposons de 
mettre au point les questions particulières, nous 
efforçant de montrer le rôle actuel et futur de telle 
ou telle acquisition, Téquilibre qu'elle détruit ou 
établit, la déviation qu'elle imprime, les horizons 
qu'elle ouvre, la somme de progrès qu'elle repré- 
sente. 

Mais il importe de traiter les questions, non d'une 
façon dogmatique, presque toujours faussée par une 
classification arbitraire, mais dans la forme vivante 
de la raison qui débat pas à pas le problème, en 
détache les inconnues et l'inventorie avant et après 
sa solution, dans l'enchaînement de ses aspects et de 
ses conséquences. Aussi, indiquant toujours les voies 
multiples que suggère un fait, scrutant les possibilités 
logiques qui en dérivent, nous efforcerons-nous de 
nous tenir dans le cadre de la méthode expérimentale 
et de la méthode critique. 

Nous ferons, du reste, bien saisir l'esprit et la 
portée de cette nouvelle collection, en insistant sur 
ce point, que la nécessité d'une publication y sera 
toujours subordonnée à l'opportunité du sujet. 
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KELIMINAÏION. 



INTRODUCTION 



Il n'existe je crois qu'une seule monographie sur la 
théorie de Télimination ; elle a été publiée en iSag par le 
chevalier Fàa cle Bruno ; depuis, cette théorie s'est beau- 
coup simplifiée, et aucun livre d'algèbre ne contient sur 
cette matière tous les développements qu'elle comporte. 
Je crois donc faire œuvre utile en résumant toutes les 
méthodes connues et en en faisant connaître un certain 
nombre que je crois nouvelles. 

Le problème de l'élimination a surtout pour but, ou 
au moins, avait autrefois pour but la résolution des équa- 
tions algébriques à plusieurs inconnues, il avait pour 
but de remplacer un système d'équations par d'autres 
équivalentes et dont l'une, ne contenant plus qu'une 
inconnue, permettait alors d'en trouver les diverses 
valeurs. Mais ce but s'est beaucoup élargi, et Ton peut 
dire que le problème de l'élimination a pour but, étant 
données des fonctions entières f^^ f^^ f^, ... f,^ de n 
variables j;^, x^, ... a:,^, de trouver une fonction R des 



6 INTRODUCTION 

coefficients de /^, f^ ... f^'- i*^ qui soit entière par rapport 
aces coefficients; 2^ qui puisse se mettre sous la forme 

).Q, A^ ... désignant des polynômes entiers par rapport 
a x^^ x^... .r,, et aux coefficients de y^, f^ ... f^\ 3° qui 
soit de degré minimum par rapport à ces coefficients. 
Cette fonction R dont l'existence sera démontrée est Véli- 
miiiant ou le rèsuliant de /y, /], . . f,,. 



CHAPITRE PREMIER 



ELIMINATION ENTRE DEUX EQUATIONS 



I. Notions préliminaires. — Toute équation algébrique de 
degré n 

aç^x'^ + a^x^ - 1 -f a^_x^^ - 2 -)- ... -)- a^ — o, 

dans laquelle Uq, a^,... désignent des quantités indépendantes 
de X dont la première n'est pas nulle^ admet comme l'on sait 
71 racines réelles ou imaginaires de la forme a + î^ y — i, que 
nous appellerons aj, a.^... a^^; nous désignerons par /" (.r) lepre- 
mier membre de cette équation et nous aurons 

f{x) ~ cIq [x ~ a^) (.X' — a,) . . . (x — - a„ ) , 
et en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres, 



f{x) X — a^ X — a.-, X — an 

Chacune des fractions simples qui entrent dans le second 
membre est développable sous la forme 



X Oii X x^ 



pourvu que le module de ./; soit supérieur au module maximum 
des racines, et si Ton pose 



O FONCTIONS SYMETRIQUES SIMPLES 

on aura 

f{x) ~ X ~^ x^ "^•••"^ ;ri^+i ■^•■• 

En sorte que la fonction s^, sera le coefficient de ■ ^ .^ dans le 

f (x) 
développement de ,.. ^. ■ en série ordonnée suiçant les puissances 

croissantes de — . 

Chacun des termes du second membre de (i) peut aussi se 
développer comme il suit 






pourvu que le modulé de x soit inférieur au module minimum 
des racines a^-, a^..., en sorte que si. l'on pose 

on aura 

^ f {^) ■ 
f{x) 

et — s_j) sera le coefficient de .r^^""^ daJis le déi^eloppenient de \ 

ordonné suivant les puissances croissantes de x. 

Plus généralement : Si ton désigne par o (.r) un polynôme 
çiîtier en X, le reste de la division de cp {x) par f (.r) sera 



J ^ ? ^^ j L J 1}^ 1-R(x. 



W fi 



En effet il. existe un polynôme Q tel que 

(3) o (x) = Qf {x) + -R. 

Si dans cette formule on fait .r = a/, on a / (./;) = Il (x^) ; 11 (,r) 
est donc complètement déterminé par cette condition qu'il se 
réduit à /'(ocj) pour x = a.i puisqu'il est du degré /z — i au plus et 
le premier membre de (i) jouit précisément de cette propriété, 
il est déterminé par ce que l'on appelle la formule d'interpo- 
lation de Lagrange, dont nous aurons à faire un fréquent usage 
dans la suite. 



DÉVELOPPEMENT d'UNE FONCTION RATIONNELLE EN SERIE 9 

On peut donc, des formules ('i) et (3), conclure 

/• (X) -^^ f(x) ~^^ {X - y.„ ) f (a,, ) 
et en changeant o (x) en ç (.v) f (.r) 

'" f[x) ^-^- ,^.--a„ 

Si l'on suppose le module de jj suffisamment grand, on aura 
toujours 

' ^ '■ I '■» I "'p 4-..., 

X — ap X x'^ ,x-^ 

et (4) deviendra 

? {^) f (■ ^•) _ o -U -?(^-^-) I ^5?Ji^ 4- 

En sorte que Z o (a^/) cs^ /e coefficient de — clans le clévc- 

^ 0(x)f'(x) , . . ; . ... 

Loppement de ' ' :, ordonne suivant Les puissances ctecroiS' 

santés de x. 

'2. Développement d'une fonction rationnelle en série. — 

Considérons une fonction rationnelle ' '. ;' : , on sait cru'elle 

f(x)^ 

est développable en une somme d'éléments simples de la forme 

A/r^' et -7 r— en nombre fini, A, B, a désisrnant des cons- 

(.X— a),^ . ' ' ' "" ,,. 

tantes qui peuvent être quelconques et p, q désignant des 
entiers; si .x est de module suffisamment grand [plus grand que 

le plus Q^rand des modules des racines de ff.rl^: ol ^ — est 

^ ^ / V y J (.;t; _ rj^)(l 

développable sous la forme 

donc '. , - peut se développer lui-même suivant les puissances 

décroissantes de x en une série convergente, et cela d'une seule 
manière [toujours en supposant module (x) supérieur au plus 



lO FONCTIONS SYMETRIQUES SIMPLES 

grand des modules des i^acines de /*(./;) = o]. Pour effectuer 
ce développement il n'est pas nécessaire de connaître les raci- 
nes de f[x) = o, il suffit de poser 

— hkX> -\-b„^^ jc/^ - 1 4_ ... + /;^ _j _.4_ - _j- ... 



et, en supposant /' (.rj = a .ro" -|- a^ ,r""~^ -[-••• + S' ^^ ^ 

cp(.r) z=(/;,.r/^ + ... h, + ^ +l_L...^(,,^.x-+a^.x- +...). 

En égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes 
puissances de x, on a, en appelant m le degré de o {;jc) et 
dm^ dm^i... ses coefficients {m ■= k -\- ii) : 



dm - 


=: (hh,,., 








dm - 


1 = Ciç^hi- __ 


1 +^^l'>/o 






dm - 


2 = ^o^'A' - 


■1 +^hf>l.' - 


1 + «- 


^,-. 



La première équation donne toujours b^.^ car «o est différent 
de zéro, la seconde Z?/.__i et ainsi de suite. Il faut d'ailleurs 
remarquer que le développement sera récurrent, c'est-à-dire 
qu'à partir d'un certain moment dans les équations obtenues 
les coefficients des inconnues h^, seront toujours les mêmes 
(affectés à des inconnues différentes). Enfin il est bon de remar- 
quer que l'application de la méthode des coefficients indéter- 
minés revient au fond à Tapplication de la règle de la division 
des polynômes. 

3. Formules de Newton. — Appliquons les considérations 
précédentes à la recherche des sommes des puissances sem- 
blables des racines de l'équation /* (.r) = o ou 

a.ç^x'"- 4- a^x>'' - 1 4- ... + a„ =z o, 

en posant si égal à la somme des puissances i des racines on 
aura (§ i^'') : 

/■ (.x) X x'^ ~r • • • 



FORMULES DE NEWTON 



na^^x^ - ^ -{- [n — i) a^x^ ~ ""^ + ••• = {a^x^^ -{- a^x^^ ~ ^ ~\~ •••) 



X ^ x^ ^ 



et, en identifiant, 



n — 5,, 



«oS'j + «1 = o, 

ciç^s^ + «r^i + 2 a, =z o, 

(i-aSn + (^i^n _ 1 ... + nan = o, 

tto-Sp + a^Sp _ 1 + ... + «n A> - n = o. 

Ce sont les formules de Newton, qui donnent de proche en 
proche s,, s^,,.. s,j ... s^ ... ou au moyen de déterminants. 
Nous en déduirons en particulier la formule importante qui 



donne — - en fonction d 

«0 



e 5^j, Sj_, Si 



fl' 


I. 


0, 





.. . 


s^, 


^M 


'^> 





... 


.93, 


vS,, 


5p 


J 


... 



Sa y ^a — 1 ) ■5)1 — 2 .■< ^n —3 • 



L'importance de cette formule consiste dans ce fait qu'elle 
fournit le produit zh — ^ des quantités a^, a, ... a„ en fonction 
des sommes Sa, 2a-, ... 2a'^ et l'on a 

.9 , I , O . . . O 



(>) 



lia: 



^n *')?, — 1 • • ■^i I 

Nous en ferons bientôt usasre. 



[ONCTIONS SYMETRIQUES SIMPLES 



4. Définition précise du Résultant. — Première méthode de 
calcul. — Soient o (./;) et '!> (.r) les deux polynômes 



o (x) = rtQ.x"^-|- a^x:^^ 
d/ (.r) = h,xn + />,.x»' 



+ • • • ^^m , 

+ ... /^«; 



soient a^, «2, ... a,,^ les racines de cp (.r) ^= ; ^i, p^? ••• ?n celles 
de tL (x) = o. 

On a les identités 

ri (a, - p,-) == -tV -^ (^1) '^ 0^) - 'V(^^-) 



-^?(Pl)?([^J--?(^), 



^-Q d> (ai) ... <I^ (a„^) sera ce que j'appellerai le résultant de ^ et 
de (D ; èj^ cp (j^i) ... sera le résultant de o et de 'h, ces deux résul- 
tants sont égaux ou égaux et de signes contraires, ils sont homo- 
gènes et de degré m par rapport aux coefficients de 'J;, homo- 
gènes et de degré n par rapport aux coefficients de cp. 

Nous avons immédiatement des méthodes pour le calcul du 
résultant : nous avons vu que l'on pouvait calculer facilement 
par une simple division (§ i et 2) les sommes X 'i> (oc), 
^ [d^(a)]^, S [d; (a)]^ ..., et nous avons vu au paragraphe précé- 
dent comment au moyen d'un déterminant on pouvait calculer 
le produit de quantités données connaissant la somme de leurs 
puissances semblables. 

Voici une seconde méthode : 



5. Seconde méthode. — Le déterminant (en conservant les 
notations du paragraphe précédent) 



P (a^, a^... an ) ^ 



est égal au produit de toutes les différences telles que a^ — a/ , 
comme il est facile de s'en convaincre en observant qu'il s'an- 



TROISIEME METHODE 



nule pour a^ = a, := a3 ... = a„j , qu'il est divisible par suite 
par a^ — a2, 0C| — gl^, ..., de même par tous les binômes 

(yi — c/J ; il est de deo^ré — comme le produit de ces 

^ 2 ,,,. 

différences ; enfin le terme a^ 7.3^... ajj^^~^ a le même coefficient 
que dans le produit des différences, quand on effectue conve- 
nablement ces différences. Si l'on pose si =r: > 



on aura : 



(0 



p^^l,^.--): 






f^m —1 •''»/ , -"^m + 1 ••• ''^2m — '/.^ 



formule importante dont on fait un fréquent usage. Gela posé, 
le résultant de 9 et 'h est au signe près 



aoH/>-lï(a,-- 






Le numérateur de la fraction qui figure au second membre, 
est le produit des différences des racines de l'équation 
cp (.r) '1/ (.r) = o , on sait le calculer; on sait calculer d'une façon 
analogue les deux facteurs du dénominateur. Le résultant peut 
donc être calculé ainsi. Je ne cite cette méthode que pour être 
complet, elle sera en général beaucoup trop compliquée, elle 
est d'ailleurs tout à fait dépourvue d'élégance. 



6. Troisième méthode. — On 



P (a,^, «2... y.n ) ^ (q:i)... ^ (a„, ) : 



6 (a,), ^(a,)... d;(a,,) 

a^d; (ai), a, d; (a,)... a,„ •]; (a,n ) 



a,»'-itl;(a^),... a„,^»-i6(a„^) 



Multiplions cette équation membre à membre avec la sui- 
vante : 



P(a,, a,... 7.u>) = 



a»/'" 



l4 FONCTIONS SYMETRIQUES SIMPLES 

et nous aurons en vertu de (i) 

^4/ (a), SaJ> (a)... Sa"* - ^ 6 (a; 

Sa^n- 1 d;(a), Sa^^d; (a;. . . . 

d'où l'on déduit II 6 (a) et par suite le résultant. Et on a vu 
comment on calculait? et les éléments ]î:)a^'i;(a) du détermi- 
nant qui figure dans cette formule. 

Cette méthode déjà plus simple n'exige plus que deux divi- 
sions. 

7- Quatrième méthode. — Voici une méthode très générale 
et qui contient comme cas particuliers d'autres méthodes en- 
seignées par Kuler, Bezout, Cauchy et Gayley. 

Conservant toujours les mêmes notations, divisons 0^ (,r) 4'('^)j 
62 (.r) 'h (.r),..6 [x) <]; (x) par o [x), en désignant par Oi, 62... 
des polynômes linéairement distincts, c'est-à-dire tels qu'il 
n'existe pas d'identité de la forme 

"Xp ^2 ••• '*'»^ désignant des quantités indépendantes de x et 
de degré m — i au plus. Désignons par ^1, ^2 ••• Cm les quo- 
tients et par Ca+^z2'^+ ••• +^i/» •^"^~~ S les restes, nous aurons 

^1^ — ^/l? = ^11 + ^12'^ + • • • + f'im-X''" ~ * , 



posons 



G =:S±:c,,c,, 



puis faisons successivement x= a^, a,, ... (x„i^ nous aurons m^ 
équations telles que 

^i i^j) '^ (^^7) ~ Cji + ^H-^J + . .• Cjn-af' - ^ r 

qui montrent que l'on a 

ï\^ (ay) S=iiO, {a,) G, (a,)... B», (a,n ) = CP (a,, a,... a,n) ; 

et par suite 

nd;{a/) = C; 



P («j, Qc^_,..a„ 



E=tO^(ai)...0,„(a„,) 



CINQUIEME METHODE DE CAUCHY \ :> 

G est donc, à un facteur près d'ailleurs facile à calculer, le ré- 
sultant cherché. 

Un choix judicieux des fonctions 6 peut considérablement 
simplifier les calculs. 

Choisissons 61 = i, 6.^ = .'r, 83 = x^ ... 6„^ =x"^~^, on aura 
X zb ôi (ai) O2 (aj)... = P (ai, cl^...) (§ 5) et par suite 

m (a/) = c. 

Cette méthode a l'avantage de n'exiger qu'une division, celle 
de ^ par 9. 

8. Cinquième méthode de Cauchy. — Bien que Cauchy n'ait 
pas exposé sa méthode en suivant la marche que nous allons 
indiquer, c'est je crois la façon la plus lumineuse de la pré- 
senter. 

Et d'abord rien n'empêche de supposer m =n; pour ob- 
tenir le résultant sous la forme donnée par Cauchy, il suffit de 
prendre pour les fonctions Gi, 62,... les coefficients successifs 
du quotient de la division de cp (y) par y — .r ; on a, en effet 

— - ^ -— ■ _ X^ -\~ A J . . . -f- A„, _ 1 J 

Xo, Xi... X,„_ 1 désignant des polynômes entiers en .r, des de- 
grés ?n — I, ..., o respectivement ; le coefficient Xz est la 
somme de deux polynômes oi et ^i et cp^- est le coefficient de 
yi dans le quotient de cp [y) ou de cp [y) — cp (.r) par y — .r ; 
tj/^- est le coefficient de y^ dans le quotient de 'h [y) par y — a: ; 
on a donc 

().) 4. {x) oi {x) — 9 {x) <];, (x) z=. Xi, 

Xj est de degré m — 1 , c'est le reste de la division de •]> (.r) cp/ [x) 
par cp (.27) et ^i (x) est le quotient. Si donc on pose 

Xi = CiQ -\- C.^.T + . . . + Ci ,m - 1) X''' ~ ^ , 

on aura 

(i) ^h 'x)oi [x) — cp [x) (]^i (.X') = c/o + c/^.r + ... -f- Ci (m -1).^-"' ~ ^ ; 



l() FONCTIONS SYMÉTRIQUES SIMPLES 

et comme plus haut (§ 7), en posant 



Or le déterminant qui figure au dénominateur est égal à 

«0 «0 • • • 



... -|- a„ 

ou en combinant convenablement les lignes 
ao"'P (ap a,... a,n). 

La formule ('2) montre alors que dans le cas actuel G est 
rigoureusement le résultant de ^ et de (9. 

Ce résultat nous conduit à approfondir tout particulièrement 
la méthode de Gauchy. 

Si nous multiplions les deux membres de (t) par -^ — , si 

nous faisons z: = 1, 2, ... m et si nous ajoutons les résultats 
ainsi obtenus, nous trouvons 

r / - ôc , , , ac , 1 



,(.)[...t,(.r) -5;^ +...]: 



Ce qui montre que le résultant est de la forme 

).<b (.r) — [lo (,r), 

\ et u désignant des polynômes de degrés m — 1 . (En générai 
À sera de degré inférieur au degré de 9, le degré de a sera in- 
férieur à celui de 4^.) 

Le polynôme X^ second membre de l'équation ().), est comme 
on l'a vu le coefficient de yi dans 
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que nous pouvons considérer comme une fonction bilinéaire de 
^0 = r, X, ... .r'^~\ ?/^, ,..y^^~\ en sorte que 

Or la fonction ne change pas quand on change x en y et y 
en X, et quand on y suppose y := x, elle se change en une fonc- 
tion du second degré en .r^, .r^ v^~\ dont la demi-dérivée 

prise par rapport à x^, est encore X,-, il en résulte que C est le 
discriminant de cette fonction du second degré et que G est un 
déterminant symétrique. 

Le polynôme 9 peut se décomposer en carrés comme il 
suit; si l'on observe que 

^ ^ ^ ' o' [7.) x — oL ^ ^^ ^ ' o' (a) J — a 

/i désignant une constante, on a 

_ V M o (j) — '^ (j^) -^ ( j) __ V (^')lij) ? (g^) 
y — x y — X o (a) 

[ I ^i__l _ ^ j?_W_?Jj)i_W ^ , 
X — a J — al "" ?' W l-''^' — ^) [y — ^) 

Si l'on pose 

^o-_jO--j^^^ o:; zn J zn ^1 , ;r^ zz: 3-2 ziz x.^. . . 

la fonction dont C est le discriminant est 
Si nous posons 

o [x) — CCqX''' + rt^X'"^ ~ J +.•.-[- «m 
d> (.x) zz: hQX'>'+h^X^^' - i 4- ... + /;,n, 
«i/;^' — hidj zzi /^,•y , 
nous aurons 

Laurent. L'Elimination. '2 



i8 
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de sorte que le déterminant C pourra se mettre sous la forme 
suivante, en supposant nuls tous les //^ dans lesquels i^=j et 
dans lesquels i ou y est supérieur à m. 



(4) 



C — 



'^OiJ "02' ^^0"' 

^^03 + ^^2 + ^^21 



hç^m -\- '^i,m -~\ -\- "• hm — 1, 1 • 



La belle méthode de Gauchy subsiste quand m est différent 
de /z, mais elle perd une grande partie de son élégance. Sup- 
posons m >n, on formera comme plus haut les polynômes 

4> (x) Oq (.x) — o [x) -J^o {^) == Co ^ H- Cq,X 4- . . . , 
^ [x) On _ 1 {x) — o {x) ^n - 1 (•«) = Ca __ 1,^+6^,, „ ^,^X + ..., 

puis au lieu de considérer les polynômes ^ (.r) o^ (,x) — ■ ^^ ('^) 
cp (^)..., on considère les polynômes <ii (.r) x'^ , ^ (x) .r''-+^, 
... ^ (.r) x^'*^"^, ce qui est plus simple. 

Nous appellerons poids d'une fonction des a^ et des bj le 
degré de cette fonction pris par rapport à des variables réelles 
ou fictives z, y, ... dont nous supposerons ces coefficients fonc- 
tions, alors ai et bj seront supposés de degrés ou de poids i 
et y par rapport aux?/, z,... 

En supposant m > n et o de degré m, ^ de degré n, on voit 
que les éléments de G des n premières lignes, sont de poids 
respectifs. 

1 , 2 , 3 . . . m, 



m, 71 -{- i n -\- 2... m -\~ n. 

Les poids des éléments des m -— n lignes restantes seront 
au plus égaux à zi, donc le poids de G sera au plus égal à 

I _|_ 3 _[_ 5..^ ^ (^2n — i) + {'il — n) n iiz n^ -\~ mn — n^ =:; mn. 

Le poids du résultant de deux polynômes est donc au plus égal 
au produit de leurs degrés ^ 
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Enfin on voit à l'inspection de G, que le résultant est une 
fonction des a^ bj — bi aj. 

9. Sixième méthode. — • On peut encore mettre le résultant des 
deux polynômes cp et ^, sous une forme qui ne contient pas 
explicitement les coefficients des polynômes, mais seulement 
les valeurs numériques que prennent ces polynômes quand on 
donne des valeurs particulières à la variable. 

Reprenons les notations du paragraphe précédent, et suppo- 
sons que le degré m de cp soit égal ou supérieur au degré n de 
«I^. Soient yi, Y2 .•• Jm àes nombres arbitraires et indépendants 
des coefficients de 9 et ^. Posons 

F {x) ~{x~ Y J {x — yJ.-- (^ — Tm ), 

x — ^i F' (y,-) ' 
on aura, en vertu de la formule d'interpolation de Lagrange 

X Yx 

en posant pour abréger 
Si nous faisons alors 

C =: S "t YiiY22*'- Ymm, 

nous aurons en désignant par ài,(3c2..., à,„ les racines deçp(>r):=^o, 
m'^ équations telles que 

où ^pj désigne la valeur de Ç^ pour.r=^a/. Ces équationë 
montrent que 

Or, 0, UA est égal à iMsili^ et i, est égal à -^-M. _L„. 
l'équation précédente donne alors 

nd; (g) no (y) _ HF (g) 



AllF' (y) 
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— désignant le déterminant dont l'élément général est 



et l'on a 



n F'(y) ' 



en observant que a^ Il F (a) = 11 9 (y). D'ailleurs 11 F' (y) est le 
produit des carrés des différences y^- — yy. G est donc le résul- 
tant à un facteur près indépendant des coefficients de o et de ^. 

10. Septième méthode- — Nous avons vu que le résultant de 
9 et de 4^ pouvait se mettre sous la forme 

(l) X Cp — [JL tl ZH C , 

À et [L étant de degrés respectivement inférieurs à d^ et à çp. Les 
polynômes "X et ix sont bien déterminés. En effet, si l'on avait 

X'cp — i^'^h = C , 

on en conclurait 

(X— X') o — {{x— (jl') d> = g . 

Si cp et (1> n'ont pas de facteur commun, A — V s'annulera toutes 
les fois que (^ = 0, or c'est absurde puisque A et V sont de de- 
grés inférieurs à cp. Si cp et 4^ ont un facteur commun, la for- 
mule (i) ne peut plus avoir lieu que pour G = 0, les polynômes 
"X, IX existent encore mais ils ne sont plus déterminés qu'à un 
facteur près. 

La méthode des coefficients indéterminés peut alors être em- 
ployée pour déterminer G, X et a, il suffit de poser 

çp = «0 ^"^ + «jX'»^-i -f . . . , 

^ =z fjQ Xn + h^X^^ 1 + . . . , 
X — p,X^-^ + p,xn-'^ -{- ... , 
IJ. = q^x^^^-^ + q,x^^-'-\- ... ; 

en portant ces valeurs dans [\ ) et en identiiiant on a 

^hPo ■— ^^0 ^0 — C> 5 . . . ♦ ttm fn^-i — bn qm-i — G. 
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Ces équations au nombre de m-\-n permettant de calculer les 
m + n quantités po "-Pn-i, %-" ^Im-i et G à un facteur près; 
on trouve ce facteur en observant que pour «0 = «^ . . . =:= a,,_^=o, 

n 7y)?i ^n 

On peut varier à l'infini la méthode des coefficients indéter- 
minés, on peut par exemple différentier l'équation (i) in-\-n — i 
fois et faire chaque fois j:= a ; on peut encore poser 

f{'^) == (^ - Ti) (^ — To) . . . (^ — Tp) , ip ~ T^^ + n\ 

on a alors 

). {x) 9 {x} - ji(.«) 4- (x) = 2 [A (y,-) c? (v) - V- (T-) '\' (t.-)] ki . 

L f M -"' L" f {■!■<) -"'■■• L'' f iv) - ' 

et comme Hi + Ï2 • • . = i • 

MtO?(^-)-i^(ï.-)'^(ïO = c 

Cette dernière équation en fournit m-{-n, elles déterminent 

les rapports — ^t^ et -tilii- en y adjoignant les précédentes, et 

par suite X et a, au moyen de la formule d'interpolation de 
Lagrange. 

II. Indication rapide d'autres méthodes. — Sylvester observe 
que 

O (x) — «o^"' + «r^"'-^ + . . . , \ 
xo{x) — «0^*^+^ + «1 ^'" + . . . , 

^.n-J^(^) — ^^^.m+M-i _|. ^ 

•i/ (x) = />oi^'' + ^i^''~^ , 



^m-1 ,1^ (^) — /^^^^n + »i-l _}-... . / 

Si l'on désigne par A le déterminant des coefficients des 
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seconds membres, il n'est pas difficile de voir, en résolvant ces 
équations par rapport à .r'^, que A est de la forme \o — [j. 'i^, 
\ étant de degré n — i et [j. de degré m — i ; la valeur de A 
pour aç^-=^aY ...=a^^_i = o est ci^lb^Q^ donc, etc. 

On peut aussi remplacer les seconds membres des équations 
(i) par leurs valeurs en fonction des quantités 'i considérées 
au paragraphe précédent et prendre le déterminant des coeffi- 
cients des ^, mais on introduit ainsi dans le résultant un fac- 
teur, indépendant il est vrai des a et des b. 

11. Résolution d'un système à deux inconnues. — Considérons 
les deux équations 

^^^ { ^{x) =z ho x>^ + h^x^-^ + ... +6,^=10. 

Pour exprimer que ces équations ont une solution commune 
il suffit d'exprimer que l'on a l'une des relations 

(L (a^) 1= G, d; (a^) zz: o . . . 4^ (a^) = o 

aj, a2 ... désignant les racines de (p(.r) = o, ou 
n d^ (a) =: o 

11 suffit, donc d'égaler à zéro le résultant de cp et '\. 

Soient Gq, 6i, ... 0„i des polynômes de degrés o, i, 'i^...m — i 
respectivement, et m^n. Divisons '-L Oq, ^^i ... par o, et soit 
en général qi le quotient et 

Cio -r CiiX -^ ... Ci[m~-i) = l'i » 

le reste de la division de ^ 6^ par cp, on aura 



(^) 



Q^ — CJqO — Cqo + Cq^X + . . . , 

i 'i^— '/j? = ^10 + ^u^ + '" ' 



soit 



C — S Zt Cqq C,|| . . . Cni—i, m— 1 j 

G=:o sera la résultante des équations (i), ou la condition 
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pour qu'elles aient au moins une racine commune ; nous allons 

le démontrer de nouveau : multiplions la première équation (i) 

ÔC ' , ÔC 
par -^ j la seconde par -^ , etc. et ajoutons; nous 

oc 00 oc ^Q 

aurons 

^(oo|^ + e.|^...)-o(e„|l+...)=c. 

\ ô^oo ôc^o / \ ^^'oo / 

Le coefficient de 6 est de degré m — i , celui de cp de degré 
inférieur à n car cjq est au plus de degré o, q^ au plus de degré 
I, etc. Si donc C = o, quand on aura cp = o, il faudra que ^ ou 
son coefficient s'annule, or ce coefficient ne pouvant s'annuler 
que pour n — i valeurs de x, <]; ^= o aura au moins une racine 
commune avec (^ = o. Supposons G = o. 

Les équations r^ = o, r^ = o ... r^n-i = ^ ayant leur détermi- 
nant nul, se réduisent k n — i distinctes, qui font alors con- 
naître .T, .r-, ... .r'^~^ considérés comme des inconnues distinc- 
tes, au moins en général. 

Toutefois, si G était nul ainsi que tous ses mineurs, cette 
conclusion serait en défaut ; mais alors on multiplierait la pre- 

mière formule (*2) par-^ — ^la seconde par-^ — ^...la(/7z — i)"^^ 

ri C 

par-^; , Cl désiornant un mineur de G, et l'on aurait 

à c ,n-2, 

^l — O [j. =: Ci , 

\ et \L désignant des polynômes de degré m — 2 et n — 1 res- 
pectivement, mais Gi étant nul, par hypothèse, 

^1 — cp [JL :zi: O 

si l'on suppose .r = a^, a^ ... a.,n , cp(,r) s'annule, or, X ne s'annu- 
lantque pour n — 1 valeurs de ,r, 'l;=:o doit avoir deux racines 
communes avec o =: o, ces deux racines seront solutions de 
l'équation du second degré en .r', obtenu en éliminant .r^, x^ ... 
x^^ entre les m — 'i équations distinctes auxquelles se réduisent 
/'o:^=o, r^ = o, ..., r„i__i = o et ainsi de suite, donc : 

La condition nécessaire et suffisante pou?' que cp = o, ^ ==:: o 
aient p racines communes ^ est que C soit nul, ainsi que ses 
mineurs d'ordre p — i. Les racines communes sont solutions de 
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l'équation obtenue en élhninant x'^^-^^, .tP+~ ... entre les équations 
distinctes auxquelles se réduisent /'q=o, 7'^ = o, ... 

Remarque 1. — C'est pour simplifier rexposition, que nous 
avons supposé Oq, O^ ... de degrés o, i, .. ; il est clair qu'ils peu- 
vent être de degré ni — i. 

Remarque IL — -Si Ton avait employé la méthode de Gau- 
chy, G se serait présenté sous la forme de discriminant d'une 
fonction du second degré F, et la condition pour que ç» = o, 
(]> := o aient p racines communes serait la condition pour que F 
soit la somme de m — p carrés, ce qui montre que le nombre 
distinct de conditions pour que ce fait se présente est 

1 + 2 + ... -rP= ^^\ 

Remarque III. — Il y a avantage, dans la pratique, à 
employer la méthode de Gauchy qui fournit le résultant sous la 
forme d'un déterminant symétrique 

Li iiiii lu ZÎI C|,| C22 • . • C)in 1 

car l'équation G =0 est admirablement préparée pour l'appli- 
cation du théorème de Sturm. On a, en effet, d'après un théo- 
rème connu 

^ a^c ac ac / ac 



et, si l'on pose 
on a 

ac 



ce, — Cl 



ac,. 



\'àc,J 



Cette équation montre que, si Gi = o, G et G2 sont de signes 
contraires, et en général dans la suite. G, G^, G2 .., G,^ lors- 
qu'une fonction G s'annule, celle qui la précède et celle qui la 
suit sont de signes contraires, c'est la propriété fondamentale 
des suites de Sturm. A elle seule elle ne permet pas, il est vrai, 
la séparation à coup sûr des racines, mais elle peut rendre de 
grands services, surtout si l'on est sûr que deux fonctions G 
consécutives ne peuvent pas s'annuler en même temps. 
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Remarque IV. — On a 

ècip ~~ ^ ècfj 'dctjj 

?) C 
Si tous les mineurs de G sont nuls, on aura donc -^ =o, et 

-\ ç ' 

de même-TT— = (^ ^p ^t ^g désignant des coefficients quel- 
conaues de cp et de d>; on verrait de même que si les -^ — :- 

-N2 p 

sont nuls, les -.r — r — le sont aussi, etc. 

OCLp OClq 

Supposons maintenant que les a et les b soient fonctions 
entières d'une variable y ; les degrés de cp et J> restant 7?2 et n 
par rapport à l'ensemble des variables œ et y, en sorte que a^- et 
bj qui sont de poids i soient aussi de degré i en y. 

L'équation G = o est de degré mn, puisque G est de poids 
mn (§ 8,) elle a jnn racines en y ; k chacune d'elles cor- 
respond une valeur de x qui est solution des équations 
rQZ=o, ri = o, ... ou de l'équation du premier degré obtenue 
en éliminant x-, x^ ..., donc en général, les équations o=:o, 
d; = o auront jnn solutions. 

Dans quelques cas particuliers, à une valeur de y tirée de 
G = o pourront correspondre plusieurs valeurs de x, par 
exemple à une valeur de y pourront correspondre deux valeurs 

de X, mais alors les -z^ seront nuls, mais on aura 

a dj 

ÔC V ^^ ^^^f 

et l'équation G = o aura une racine double en y. De même, si 
à une valeur de y correspondaient p valeurs égales ou inégales 
de .r, cette valeur de y serait racine d'ordre/» de G = o. Gette 
circonstance n'infirmerait donc pas nos conclusions. 

Mais il pourrait arriver que G ==: o fut une identité et le sys- 
tème cp = o, t]^=:o serait indéterminé. Nous reviendrons sur ce 
cas que nous excluons pour le moment. 

On peut, à l'aide d'une fiction, énoncer le théorème général 
de Bezout. 

Deux équations de degrés m et n en x et y ont mn solutions à 
moins qu'elles n'en aient une infinité. 



'26 FONCTIONS SYMETRIQUES SIMPLES 

En efFet, dans le cas où les a et les b nei sont soumis à aucune 
condition^ l'équation G=o a bien mn racines et à chacune 
correspond une valeur de .r, si l'équation C = o n'a que mn — p 
racines égales ou inégales, on peut convenir de dire qu'elle a/> 
racines infinies, car les racines qui disparaissent croissent 
indéliniment quand les coefficients de ?/""^ ... tendent vers zéro, 
à ces valeurs infinies de y peuvent correspondre des valeurs 
finies de x que l'on obtient en changeant dans les proposées y 

en — ; on pourra, si l'on veut, rendre les équations = 0, 

r 

ii/=zo homogènes en remplaçant .x et y par — et — , en chas- 
sant les dénominateurs z, z~,... et en ne considérant que les 
rapports x :y : z;le théorème de Bezout aura ainsi toute sa 
généralité. 

i3. Solutions multiples. — Deux équations 9 = 0, ^h=zo en 
X et y ont une solution multiple d'ordre p quand la résultante 
G = o en y a une racine d'ordre/» au moins, et quand à cette 
racine correspondent/» valeurs égales de ,r, ou i^ice versa. 

Pour que G = o ait une racine d'ordre p, il suffit que les 
mineurs d'ordre p — i de G soient nuls ; cela est nécessaire si 
l'on veut que x ait p valeurs pour la valeur multiple de y, mais 
cela ne suffit pas encore pour que la solution soit multiple, il 
faut encore que la résultante de r^ = o, ro = 0, ... ait une racine 
d'ordre de multiplicité p. 

On peut aussi dire que la résultante G=:o en y et que la 
résultante D = o en x ont chacune une racine d'ordre/» qui 
sont à la fois solutions de 9 = o et <i; = o ; or, G = o et D = o 
sont de la forme 

\o — !j. 6 zz: o , X'cp — p.' 'i; = o. 

Exprimons d'abord qu'elles ont une racine double, on aura, en 
observant que cp :== o, d; = o 



mais 7s<:p — p.^^ ne contenant pas .r ... 
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de ces équations on tire 

■m- 

Il est clair qu'en différentiant encore, et en éliminant tj., à et 
leurs dérivées, on obtiendrait la condition pour que 9 = 0, 
^ = o aient une solution triple, quadruple... 

Toutefois, la condition (A) peut être satisfaite sans que les 
équations proposées aient une solution multiple, c'est ce qui 
arriverait par exemple, si l'on avait 

èo do 

ou 

ôo bi/ 

bj ' bx 

Solutions singulières. — Nous devons nous arrêter sur un cas 
singulier sur lequel nous n'avons pas insisté. Reprenons les 
équations 'p= o, <i> = o des degrés ?7î et Ji en .x et ?/, le résul- 
tant G de cp et ^ peut être identiquement nul, et nous avons dit 
que si les équations cp = o, d;= o étaient indéterminées, y est 
arbitraire et alors à chaque valeur de y correspond une valeur 
de X ou des valeurs de.r; on peut se demander lesquelles? Or G 
peut être identiquement nul sans que ses mineurs le soient, et 
comme dans le cas général, à chaque valeur de y correspond 
une seule valeur de .r, si les mineurs du premier ordre de G 
sont tous nuls, à chaque valeur de y correspondent deux valeurs 
de X et ainsi de suite. S'il arrive que les éléments de G soient 
eux-mêmes nuls, cp et <h ne diffèrent que par un facteur cons- 
tant. 

Géométriquement, dans le cas où G est identiquement nul, 
les courbes dont les équations sont o--=:o, 'J;=o ont une partie 
commune, l'une d'elles au moins est décomposable, ordinaire- 
ment la partie commune est une droite, dans d'autres cas moins 
fréquents elle peut être une conique et ainsi de suite. 

i4- Condition pour que trois équations aient une solution com- 
mune. — Gonsidérons trois équations : 

(i) cp(a:)i=:o, x{x)—o, ^ [x) — o ; 
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formons avec cp et )(, avec o et '| les deux systèmes 



(2) S ?Xl— X'l^i=PlO+Pil^+ •••Pl'^»-1^^ 



m — 1 



(3) 






cpQ, (pi... désignant les coefficients de 3/"*~S y^^^~^... dans le quo- 

tient de la division-^ '-^ , y^, y^... et '%, ^j^i... ayant des 

y X 

significations analogues, la solution commune aux équations (i), 

si elle existe, satisfera également aux équations 

oyj — yoi =0 et o'J^j — ^hoi = o, 
et si l'on pose 

on aura 

P — o, Pi = o,... P„, =:o, 

Pi, P2... désignant ce que devient P quand on y remplace une 
ligne quelconque par une ligne du déterminant 

Ces ni + I conditions, ne sont pas toutes nécessaires ; pour 
que les équations (i) aient une racine commune, les deux pre- 
mières sont seules nécessaires en général, si ©0 qui est de de- 
gré o n'est pas nul, on déduira en effet de (2) une relation de la 
forme 









et de (i) et de la première formule (3) 
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Ces équations sont de la forme 
(4) ^^?— [^X = ^' 

(d) Vo [J.'/^ V'I^ Z= O, 

\, IL sont de degrés moindres que les degrés de y^ et o et v est 
de degré o, en sorte que, comme on l'a déjà observé plus haut 
toutes les racines de cp = o ne pouvant appartenir k \!. = o, 
çp et X, ont une racine commune, en vertu de (5). Cette racine 
appartenant à cp et 7, doit annuler vd;, or v est une constante 
différente de zéro par hypothèse. Donc X "== ^ admet la racine 
commune à cp = o, J; = o. 

On voit facilement comment on généraliserait et comment 
on exprimerait que n équations ont une racine commune. 

11 ne sera pas inutile de remarquer que des équations 



?Xo-X?o= ^> 


?Xi--X?i = 0'--- 


?'^o~1^?o= 0, 


?^l — 1^?l —- ^v 



on pourra déduire en éliminant les diverses puissances de .r, 
des équations de poids au plus égal au produit des degrés des 
deux fonctions cp, 'h qui ont le degré le plus élevé et ces équa- 
tions seront en nombre égal k m-\- i , m désignant le degré 

de cp. 



CHAPITRE II 

ÉLIMINATION DANS LE CAS GENERAL 



i5. Equivalences. — Si nous considérons des polynômes 
entiers en jo, y, z... k savoir P, Q, R,... nous dirons que deux 
polynômes A et B sont équivalents par rapport aux polynômes 
P, Q,... ou par rapport aux modules P, Q, R,... si l'on a 

A— B =XP + (jiQ +vR... 

\, |x, V... désignant des polynômes entiers en.r, y, z... et nous 
exprimerons cette condition au moyen de la notation. 

A ^ B (mod P, Q...), 

ou même 

A^B 

quand on connaîtra les modules P, Q, R,... sans qu'il soit 
nécessaire de les mentionner explicitement. Quand par rapport 
aux mêmes modules P, Q... on aura 

A^B, A'^B',...* 

ii est clair que Ton aura 

ak + o!M + . .. = aB + a'B' + .... 

Inversement de 

(i) ak ^ aB, 

on pourra bien conclure 

A= B 
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si a est une quantité indépendante de x, y, z,.. mais seulement 
dans ce cas; en effet on tire de (i) 

a(A — B)^o ou a (A — B) = aP+ jjlQ+ ..., 

mais 

a 

n'est pas nécessairement de la forme ")/P + [J.'Q+...,V. ij,^.. dé- 
signant des polynômes entiers. 

Il est clair que l'on peut multiplier, mais non diviser des 
équivalences membre à membre. 

ThÉORÈ;me. — Etant donnés deux modules cp, ^ fonctions de 
X et y on pourra toujours trouver une fonction de y seul équiva- 
lente à X. 

En effet, divisons cp, .rcp, . .. .r^'-^cp par d^, w désignant le degré 
de cp ; si l'on appelle r^, r^,... les restes en x, on aura : 

r(3 ^ o, r^ EE= o... rin - i ^ o. 

Soit G le déterminant des coefficients de Xq, x, x^... 

Il ne sera pas identiquement nul^ si cp et 'h sont distincts 
(n'ont pas une infinité de solutions communes). L'élimination 
de x'^, x^ ... ^"^~^ donne deux relations de la forme 

Ax + B = o, A'^ + B' ^ o, 

A, B, A', B^ ne contenant que y, j'ajoute que l'une d'elles sera 

si l'on veut 

C^ ^ o, 

et l'autre A^+ B ^ o aura pour coefficients des mineurs de G; 
on peut supposer A et G sans solution commune, ce qui re- 
vient à admettre que la résultante G n'a pas de racine double 
(nous le supposerons), alors il existera des polynômes en y^ 
u et ç donnant 

uC -\- \'A ziz 1 ei a fortiori uC -\- i>A ^ i, 

et les formules Cx ^ o, Ax -1- B ^ o, multipliées par u et ç et 
ajoutées donneront 

^ -|- ç'B ^ o ■ C. q. f. d. 
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J'ajoute que dans l'équivalence 

on peut supposer f (y) de degré inférieur à \l produit des 
degrés des modules o et 'i^, car en appelant f^ (y) le reste de la 
division de f par G on a 

f=CQ_ + f„ 
et comme G ^ o, f^fi et par suite 

il en résulte 

F, Fi, F2 désignant des polynômes entiers de degré inférieur 
à [1 et A désignant une constante. Donc : 

Tout polynôme en y et x est équivalent à un polynôme en x 
seul ou en y seul et de degré [x — i au plus. Ce polynôme est 
bien déterminé. 

En effet si l'on avait 

l){x,y)^f{y)^f,(y), 
on en conclurait 

et comme fet /\ sont de degré inférieur k ^, f= fy 

16. Résolution de trois équations. — Gonsidérons trois équa- 
tions. 

(i) cp (^,j, sjzno, x(-^'J%-)=0' ^[x,y,z) — o, 

respectivement des degrés m, n, p. Prenons -/^ et 'i; pour mo- 
dules et regardons x et y comme variables et z comme para- 
mètre, o, xo, .r-cp... xi'^~^c^, seront équivalents à des polynômes 
entiers en x de degré xi^^^~^, on pourra donc poser 

{1) XO ^ C^Q + C^^X + ..., 
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et, en appelant C le déterminant 2 ih Cqo ^u ^20..., on en con- 
clura en multipliant par des mineurs de G et en ajoutant 

La condition 0=0 exprime que les équations (i) ont une 
solution commune, en effet elle peut s'écrire 

P {x) o {x,y, z) + Ix + [^cp =: o 

et Ton voit que si y^ et à sont nuls à la fois, ce qui n'a lieu que 
pour pjî valeurs simultanées de x et y, Pcp sera nul, or P ne peut 
s'annuler que pour pn — i valeurs de x au plus, donc cp =: o 
admet une solution de <!/=: o, X""^^- 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister sur ce point, il est facile 
devoir ce qui arrive quand les mineurs de G sont nuls jusqu'à 
un ordre/» déterminé. 

L'équation G= o fait connaître les valeurs de z qu'il faut 
adjoindre aux valeurs de x et y pour avoir les solutions com- 
munes aux équations (i). Je n'insiste pas sur la discussion toute 
semblable à celle qui a été faite au sujet des équations à deux 
inconnues. 

Mais il reste im point important à établir^ c'est que la résuU 
tante G = o est de degré mnp et que par suite les équations (i) 
ont mnp solutions. 

G'est le théorème de Bezout généralisé. 

Or, si l'on se reporte à la manière dont on trouve le poly- 
nôme en X équivalent à un polynôme donné, on voit que les 
équations conduisent toujours à des résultats homogènes en x 
et 2/ par rapport aux coefficients de ces variables, pourvu que 
dans (p, y, <]>, on considère les coefficients comme ayant un poids 
ou un degré convenable, il faudra, par exemple considérer le 
coefficient de x^'- ?/? dans 9 comme étant de poids ou de degré 
m — a — (B. Il résulte de là que c^o est de degré w, ^oi cle degré 
m— i,.. c^Q de degré m + i, c^^ de degré m,... alors G sera évi- 
demment de degré mnp. G. q. f. d. 

17. Théorème de Bezout. -— Généralisons : considérons les 
polynômes cp (.r, y, z, t), x., 'h de degrés m, n, p et regardons t 
comme un paramètre, il existe des polynômes de la forme 
f^ (.r, 2/, t), W (.r, 2/, t), ne contenant plus z et de la forme 
),cp4-fj.)(^-|-v'|etpar suite équivalents à o, mod (cp^ y^, -i;). Par 
Laurent. L'Elimination. ^ 
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suite X et une fonction quelconque de x et de y sera équivalente 
à une fonction de x ou de y seuls, mod<ï>, W ; on pourra poser 

f{x,y) = X + A^ -I- MW =1 X + Acp -f i^x + v^, 
X ne dépendant que de .r, en particulier 

j? ^ X (modo, y, 'h), 
et 

;:v ^ Xi , 

X et Xi désignant des fonctions d'.r seul, on en conclura 

Ax'aj? zt ^ Xo, 

X2 dépendant de x seul ; donc un polynôme est équivalent à un 
autre qui ne contient que x, polynôme que l'on peut abaisser 
au degré 7Jînp — i en le remplaçant par le reste de sa division 
par le résultant G de cp, )(, d; ; si l'on forme alors, en appelant 
6 (.r, y, z, t) un polynôme de degré q les quantités G, .rô, ^--0,... 
jjvmiJ-i Q g^ gi Yq^ appelle 



les polynômes en x équivalents de degré funp — i, le détermi- 
nant G = X itcoo C|i C22, .. égalé à zéro, fournira la condition 
pour que cp = o,.^ =1 o, 6 ==: o aient une solution commune. 
On verra que G est de degré ninpq en t^ et que les équations 
en question ont au plus mnpq solutions et ainsi de suite. 

Encore un mot pour achever cette démonstration du théo- 
rème de Bezout. Nous avons raisonné sur des équations géné- 
rales en évitant les discussions des cas particuliers où il peut 
y avoir indétermination. En outre il reste à prouver que le ré- 
sultant de aéquations des degrés nii, m^.,. m .^.peut effectivement 
atteindre le degré m^, nii. . . m,^ .Voici un exemple dans lequel cela 
a lieu : supposons cp, y^ t]^, ô décomposables en facteurs 
linéaires, povir trouver la résultante de o — -o, yr^~o, 'l-o, 
"-= o, il suffira d'exprimer qu'un quelconque des systèmes 
d'équations linéaires obtenus en égalant un facteur pris dans 
Q, y, 'i>, 6 à zéro a son déterminant A nul, le produit OA :-: o 
sera la résultante, or le nombre des facteurs A est préciséinent 
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m n p q et, comme chacun d'eux est du premier degré, la résul- 
tante est de degré mnpq. 

Remarque importante. — Nous avons admis tacitement que 
la résultante des équations sur lesquelles nous raisonnions 
n'était pas identiquement nulle, elle pourrait l'être ; il se pré- 
senterait alors le phénomène que nous avons déjà observé 
dans le cas relatif à deux équations : il y aurait une infinité de 
solutions et, parmi ces solutions, il en existerait formant une 
suite continue de valeurs simultanées des inconnues, auxquelles 
il faudrait adjoindre d'autres solutions singulières en nombre 
Uni. Mais c'est Tétude géométrique des surfaces qui met sur- 
tout en relief, le caractère de ces solutions singulières. 

Autre remarque importante. — La résultante de plusieurs 
équations 

(l) fo— O. f.ZZZO... fn — O 

où /Î3, fi... /*H sont des fonctions entières de .rj^, ^2- •• -^n se 
présente, comme on l'a vu sous la forme 

Àq, ÀJ-... *X,i désignant des polynômes entiers en .Ti, x-y--, -^n j si 
^, /*!... contiennent une variable x^ en plus, le premier membre 
de cette équation sera, en général, fonction de .r^, sinon les 
équations (i) n'ont pas de solution en général et en ont une 
inimité s'il se réduit identiquement à zéro. 
On sait que dans ces cas le déterminant 



Ô {XQ,X^...Xn ) 



doit être identiquement nul, c'est ce qu'il est facile de vérifier 
En effet, si l'on a identiquement 

h désignant une constante nulle ou différente de zéro, on a : 
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et si fo, fi... sont nuls 
d'où l'on conclut 

^ iU fv" fn) ^ ^ 
O \Xq, X^... X)i) 

G. f. q. d. 

18. Méthode de Bezout- ~ Soient o^, o^,... o,, des polynômes 
entiers en.ri5 x-^^., x^, respectivement des degrés m^, mi,... nin . 
Soit, 

hIq ^ 7?ij, ^ /;?, ^ /7^n. 

Appelons /?o/?/?iome réduit un polynôme qui ne contient pas 
de terme divisible par x'/'i, .r^" 2... .rJ^^^. Le nombre des argu- 
ments .X''- X?... x^'^ réduits sera jfi^ m.^... m^ = [x. 

On peut évidemment poser, sile coefficient de .rjfn dans (p,^ n'est 
pas nul 
(l) ^"'n = aOn + w, 

a étant une constante et o:> un polynôme réduit, donc 

^.?n ^ + i _ aXnOn + ^^n \ 

wxrt contient un seul terme divisible par œ'f^n et ce terme est le 
produit de .r," H par une constante; en faisant usage de (i) on 
aura donc 

a^ étant du premier degré et oV étant un polynôme réduit; en 
continuant ainsi, on voit que 

quel que soit a. A est un polynôme entier en .r^^ et il est 
réduit. Portons dans (po, o^... (s^^-i les valeurs des puissances 
de Xn supérieures à 7w,î_ij en faisant usage des formules (2). 
Ges polynômes prendront la forme 

cp/ ~ GiCp„ + \\i, 
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H,; désignant un polynôme qui ne contient plus de termes divi- 
sibles par x^J'n ; considérons alors les polynômes H^^, Hi... Hn-i 
en opérant avec 11^-1. Gomme avec o^^ on mettra -^'^^^ sous la 
forme 

Q' désignant un polynôme réduit, et en éliminant à l'aide de 
cette formule les puissance de .r,^ _| supérieures à m,^_i — i on 
mettra les H sous la forme 

El zz: KiRn _ 1 + L„ 

L/ ne contenant plus de termes divisibles par x^_^^\ ^n-V^ ^ et par 
suite 

Oi = GiOn + K/Hh _ 1 + Lj, 

et comme 

H„ _ 1 = Gn - 1 On — ^n - 1 , 

cpj sera de la forme 

Oi = MiOn + ^iO-n -1 + Lj ; 

et ainsi de suite, on peut donc poser 

P désignant un polynôme réduit. L'opération très compliquée 
et malheureusement soumise à des restrictions est l'analogue 
de la division, cp^ est une sorte de dividende, o^, oo... sont des 
diviseurs et P est un reste. Si l'on appelle w^, 0J2... w,j,tous les 
arguments réduits on aura 

(3) W^cp^zz: li^o^ + h^O.^... + AinOn + Pi, 

les 1 désignant des polynômes entiers et P^- un polynôme 
réduit, contenant a termes tels que cm,^ , c désignant une cons- 
tante. Si l'on désigne par G le déterminant des coefficients 
des P et par G^, G^... Gj^, ses mineurs relatifs à l'argument i, 
on aura, en multipliant l'équation (3) par Gj et en ajoutant les 
résultats obtenus en faisant i=i, 2,,.. |x : 

O^ZCiUH- (cp^SC lu ... + Or>I.Ci).i,^+ C) =: o, 
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OU plus simplement 

(A) Rocpo+ R^cp, + ...4-R,o, = C 

Rq, Ri... désignant des polynômes dont le premier est réduit; 
en faisant .r^, x.y,., x„ égaux aux éléments ji^^-, 62/- --[^ni d'une 
solution de cpi = o,... cp^^ = o, l'équation (3), en admettant que 
ces équations aient précisément a solutions, en fournit a-, qui 
montrent que 

6)j7 désignant la valeur de w pour x^= ^^^ , .r^ = B)/ ... et par 
suite 

ITcp (6j,:, ^2/...) = C ; 

= est donc la résultante de 



L'équation (A) permet le calcul des multiplicateurs, Rq.,. R?z • 

La méthode de Bezout permet de vérifier que la résultante est 
de degré m^ in^... m,^ au plus par rapport à une variable Xq qui 
entrerait dans (d^, cp^... et qui prise en considération ne modi- 
fierait pas leurs degrés. En effet les éléments du déterminante 
à a lignes et a colonnes sont du degré m^. 

De plus la solution commune est fournie par les équations (3) 
qui pour G = o et pour cp^^ =; cp^ = ... =0 se réduisent à a — i 
distinctes et du premier degré en «2, W3... w,^ , l'argument w^ est 
égala un, et comme G := o est de degré /iîq m^.,. ifi^, les équa- 
tions cpo = o, cpi = o... auront m^ iil^... m^^ solutions, chacune 
correspondant à une racine de G:={). 

On a vu que deux équations de degrés m^ et m^ admettaient 
Wq iiii solutions, donc d'après la théorie précédente, trois équa- 
tions de degrés //z^, /?2i, /?22 admettront m^ m^ m^ solutions et 
ainsi de suite, ce que nous avons déjà démontré autrement, 

19. Théorème de Jacobi. — Soient /\, f.,.., fn des polynômes 
entiers en .r^, xo... x^^ des degrés Wq, m^... /?z,i respectivement, 
soient nii mo... nin = \}^ et 

^11' ^21---, '^'ib 
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les \L solutions de 

(l) fi=0, /;=:0... fn — 0, 

que nous supposerons distinctes et bien déterminées. Soient 
Xi = o, X2=: o... 'X^= o les résultantes en .r^, x.y... oc^ de ces 
équations ; il existera des polynômes 7.,y tels que 

(^) ] 

Xij en général étant de degré [i. — nif . 
En différentiant ces équations, on a 

(31 

( ^ ~ ^^^ -â^ + - + ^"^ -â^ + ^ "ô^ + - + ^ ^^- 

Posons 

A =: Sz!i).^;a„.., /„,î, 
A/ = A {au, an... ccni)^ 

x; (^^) = xj., 

F et G désigneront deux polynômes entiers; nous poserons 
encore 

F (aii, y. i... ani) — F,-, 

G (aii, a2z... a,») == Gj. 

Nous observerons maintenant que le déterminant A, en vertu 
de ('i), est nul pour toutes les valeurs de x qui annulent les X, 
sans annuler les f; (3) montre que 

(4) XV,X'2,...X'„;=Z AfD/. 

Divisons F par X^, soit Qi le quotient, divisons le reste 

F 
par X2, soit Qo le quotient,etc.; en décomposant ^, , ^ rr- en 
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éléments simples, on a 

F _ Q,X,+ ... + QnXn 



+ 



x,x,...x,, x,x,...x,, 

F (ai, , C/.2.7 •••) 



2k- 



.i)[x^ — «2/)... X'i/X.'2j... 



Dans cette foi^mule faisons F = GA, si l'on observe que A est 
nul pour toutes les valeurs de x qui annulent les X sans an- 
nuler les yT, on aura seulement 



GA 



X,X,... X, 



ZQX ^ Y ^^ 



Les deux membres de cette formule pour des valeurs suffi- 
samment grandes de .^i, X2... sont développables suivant les 

puissances de , *""••• et leurs produits, le premier terme 

du second membre ne donne pas de terme en \ -^', en 

égalant alors les coefficients de ce terme dans les deux mem- 
bres, on aura des formules intéressantes telles que 

(TA I . GA Y ^'^^ 

coen.de dans — — =1 \ ~^r, — --, -—rr, — ' 

.X'^ . . . Xn X j X 2 . . . X„ ^ X^i / X 2 / ... X „ ,• 

ou, en vertu de (4), 

(5) coefT.dc ' dans J"^ .. = > "TY~- 

C'est la formule de Jacobi. 

A est de degré ^ ([j., — ?n) =7iu. — ^m; si donc G est de degré 
inférieur à S /?z — n degré de D, le premier membre sera nul et 
on aura 

(6) 2j"d7 = " 

20. Les fonctions symétriques. — On appelle fonctions symé- 
triques des solutions des équations (i) (nous conservons les nota- 
tions du paragraphe précédent) une fonction des a qui ne change 
pasquand on change a^^, ao/..]. aniCn aiy, a2j... a,y respectivement. 
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Les formules. (5) et (6) font donc connaître des fonctions symé- 
triques en fonction des coefficients des /'. Voici d'autres exem- 
ples : 

Désignonspar Wi = i, «2, f'^a---, w,,= .r;"i j;!]^«- - \.. x^'n " ^ 
les a termes de la forme .r':;- .rj... .rj; ou a, (3,,..! sont respective- 
ment moindres que //?!, m.2..> m„ et considérons le détermi- 
nant 

où (x)ij désigne la valeur de w pour .r^^: a^ . . . , œ,, = ol^j ; il est de 
degré -— (S m — n) et Q- est de degré (S ?n — n) a, c'est le 
degré de Di, D2... Dj^, , on a 



Q-2 



DA...U,- 



yW^ii V^ WliW2? "^ WxiW;;.; 

tfiBTJSnai ^PWnW» ai l , tiAtfH 



Or en vertu des formules (5), (6) de Jacobi, tous les élé- 
ments du second membre à gauche de la diagonale sont nuls, 

G • 
ceux de la diagonale sont de la forme S — rr^, G désignant un 



polynôme de même degré que D, le coefficient de - 



- dans 



ACx 



-^-^^ — étant g on a par suite 

9J ~ DJ),...D,,1I o, 

et les g ne dépendant que des coefficients des termes du degré 
le plus élevé dans les f on peut poser 

Q2 = /:Dp,...D,, , 

k ne dépendant pas des a, en effet s'il en dépendait, ce serait 
une fonction rationnelle de degré zéro ne pouvant pas devenir 
infime pour des valeurs finies des a ce qui est absurde. 
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21. Nouvelle méthode pour former la résultante. — Conser- 
vant les notations des paragraphes précédents et désignant 
par /J) un polynôme de degré m^, faisons le produit des déter- 
minants Q et 



/^ 21/01 ^nf^i 



^2'A U>- 



on foi=fQ (a^j-, aji...); nous aurons 
02 



riD; 



n/'o/=:H ou A•^^^mH, 



H désignant le déterminant dont l'élément général est 



et par suite calculable par les formules (5) (6) de Jacobi. Or 
n/i; = o est évidemment la condition pour que 



/i ~ o, f. 



o,.. 



fn — O 



aient une solution commune. Malheureusement cette méthode 
suppose que l'on ait formé les résultantes et les multiplicateurs 
des équations (i). Aussi est-elle plus curieuse qu'utile. 

2'i. Les fonctions interpolaires. — Conservons toujours les 
mêmes notations, on peut poser (en vertu de la formule de 
Taylor) 



(7) 



/• = [x.^ — «1 ) fUï + • .. [Xn — G^nj) pin 



/|j^ désignant des polynômes entiers en .r|, .r^,.. a^^, a^, 
cela d'une infmité de manières. Si l'on fait alors 



P-li Pn--' P2n 



et 



pni pirl... pn 
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en vertu de (7), ^j s'annulera pour les valeurs des a qui annulent 
les f, excepté pour x^ =^ij, -^'2 = y.-yj... et si l'on fait ,t^ =^oLij, 

.r2 = aoy..., f^^ se réduira à , ^ ■ en sorte que l'on aura Ij = i. 

Si l'on considère la somme ?i + Ç2--- -H Si^. , cette somme se 
compose de termes de degré S m — ii au plus; ceux de degré 
supérieur à zéro, en vertu du théorème de Jacobi, ont des 
coefficients nuls, donc S ç^- est indépendant des .r, or pour 
Xi = cL^i, •^2 = ^2m--- il se réduit à l'unité d'après ce qui pré- 
cède, donc 

(8) ^1 + ?,+ .-?;. = 1. 

Si l'on considère le déterminant 

fo—fo («1.7. ^2?...), f'oi--' Pon 
fv PiV" Pin 



Di 



fn, Pni.-" P'> 

il est évidemment nul, en vertu de (7) donc 

UVl — P li = ^^lA + • • • ^'np^ 

Al, X^"' désignant des polynômes entiers en .ri, .ro... si l'on fait 
y =^ 1, 2,... a et si l'on ajoute les formules obtenues, on a en 
i>ertu de (8) 

/o = /^,i?i + Uf- + fo. ^;^ + l^fi + -. 
ou 

e^ Si /*Q 65^ c^e degré inférieur à m^ m,... m,^ , en vertu du théo- 
rème de Jacobi les \ seront nuls, et l'en aura 

P — foi^i+ ••• /oi^ ^:^< 
Les^ sont linéairement indépendants; si l'on avait en effet 

on en conclurait pour .r| := ai^ x.y = a2y . . . 

a/,j — o ; 
tous les a sont donc nuls. 
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Il en résulte que si l'on a Identiquement 

ai sera égal à h-,^ 
On a 

car en mettant Çi 5j sous la forme 

«i^i + ... %^. + >4/; + >-/;■•., 

et en annulant les fi en observant que ^l'ij est toujours nul pour 
i diffèrent du y, et égal à un pour i =^j quand les x sont égaux 
2i^\.i, ^±i •" , on voit que dans le premier cas les a sont nuls 
et dans le second ils le sont encore excepté a^- qui est égal à i . 
En général, on voit que toute fonction nulle en même temps 
que les f est de la forme 

A|, ^o •♦• désignant des polynômes entiers^ elle est équivalente 
à o. 

La résultante des équations 

fç^ — O, /; = o... fn = o, 

peut se mettre sous la forme 

foi fi)i"- fc- = o; 

or, 

/ ^i ^=> ^- 

hJoi-" fo'^ hifoi"'to'i^ h \~7' 1 7^ ••• "r 7^ 

\ /oi /02 h)?- 

s'annule en même temps que les f, on a donc 

li, 12. •• désignant des polynômes entiers en .r, donc 
ce que l'on savait déjà. 
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Tout ce qui vient d'être dit jusquici suppose que les /"= o ont 
leurs \L solutions bien déterminées et que les D^ sont différents 
de zéro. 

On peut remplacer les fonctions 'ii par d'autres il-, qui leur 
sont équivalentes (mocl /"i, f-^... fn ) et définies par la formule 
obtenue en remplaçant dans le déterminant que nous avons 
appelé Q, les w,j par les o),; et en divisant le résultat par il. Les 
fonctions ili jouissent des propriétés suivantes que nous nous 
contenterons d'énoncer. 

Elles sont linéairement distinctes . 

On a 

et en f^énéral 



Cette formule se déduit de 

f^, oj^, w,... w,^ 

fo2^ ^'^21? ^22- •• ^21^ 



(mod /;,/;...). 



le déterminant s'annule avec les f et l'équivalence se change en 
identité quand ^ ne contient pas de termes divisibles par .r^"^*, 



0.2^1); 



12/0, ^o. 



23. Résultante. — Son expression explicite. — Conservons 
toujours les mêmes notations et désignons en outre par cp^,, o^ ... 
9n '} ^~\^ ^ fonctions de .r^, .r2 ••• -^'n des degrés 7?2o, m^ ... m,^ 
respectivement, jiîq n'étant supérieur à aucun des nombres mi, 
m^ ... m^-t désignons par o[j^ des polynômes définis comme les 
p.^^, au moyen des relations 

(9) ?i — ?i7 = G^l — ^1' ) ?/iï + • • • [^n — «ni) Ojin 

(^ij désignant pour abréger oi [a^j, a^j ... oinj), puis formons les 
déterminants 



Oj- 






9n 
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6y ne change pas quand on remplace la première ligne par 

n 

Oqj 5 ?ii ••• donc il est de degré ïw^ — n par rapport aux.r seu- 
lement, ou par rapport aux ol^j seulement ; de plus il est facile 
de voir, en vertu de (5) et (6) que 

37 + 07 + - + dT ^ vfo +s,9i + .. -?- 

£o, £i ... désignant des constantes, en sorte que si O^j est la 

a^?, ,V2 = cnyi ... on aura 



valeur que prend 6; pour x^ 

(8) -^ + >^...+^:=:V>- + ^.?n- 

posons e=S±: 0^, e,, ... O^,,, 

Considérons alors le déterminant 



^t 



D1D2...D:, 



On 


6,, 


Oi. 


Oi 


D. ■ 


■ B. 


0.. 


0,, 


0.2. 


Di 


D, • 


• D, 



multiplions-le successivement par le déterminant que nous 
avons appelé Q au paragraphe '20 et par 







Wii CO12 


Wl;. 






Di D, • 


** D,, 


il 








D,D,.. 


• U,^ 


(0,, œ.).> 





En appliquant chaque fois le théorème de Jacobi, et en obser- 
vant que nous r avons ainsi multiplie par qui est indé- 
pendant des a^y, on voit que --— - est indépendant des a.j ; or, il 
s'annule quand cPo^, (p^, ... o^i sont nuls à la fois, et d'ailleurs 
y-ih <^2i, ••• a,a sont arbitraires, donc .--^^rr^o est à un facteur 
près la résultante de 



(9) 



ETUDE DES PROPRIETES DE LA RESULTANTE 



'yj 



Or si l'on suppose que les équations (9) contiennent une 
inconnue x^ et qu'elles conservent leurs degrés par rapport à 
cette inconnue il est facile de vérifier que est bien du degré [x 
en .x'o. C'est la résultante. 

i[y. Étude des propriétés de la résultante. — La résultante, 
dans la dernière méthode que nous avons donnée, se présente 
sous la forme 6 =: o et 6 est une fonction entière des coeffi- 
cients de cpo, cpi ... cp,^ et ces coefficients y entrent sous forme 
de déterminants comme dans les fonctions cp|/^. En particulier 
si A,i, Aï-2--- ^in désignent les coefficients de x^^H^ .r.>"'i ... dans 
cp,-, 6 renfermera le déterminant XzbA(^ ... k^n. Le détermi- 
nant n'est évidemment déterminé qu'à un facteur numérique 
près, mais si l'on désigne par 0^ ce que devient quand on 

suppose cpQ=i, —sera parfaitement déterminé et c'est ce 

rapport que nous appellerons le résultant de cpQ, o^ ... ^u; nous 
le désignerons par Pv. 

Nous désignerons par w. un argument quelconque x^^-x.j,^Xo: ... 
et par aji son coefficient dans o^. 

Pour calculer les solutions communes aux équations 

(9) ?U = 0, çp^znO,... On = 0, 

il suffit de connaître R. 

En effet, faisons varier deux coefficients «y eta^/^ de 0^; les solu- 
tions Xi, x^... de (9) vont varier, mais si l'on veut que V\ ne 
change pas, il faudra poser 

(10) -^^ clctij -|--:r- — c/a^v,. zn o, 

OUij ÔClik 

et si l'on veut que les solutions ne changent pas non plus, il 
faudra supposer les w constants ; en dilFérentiant alors cp^ — o, 
on aura 

Mjdaij ~\- co,v dan, = 0, 

De ces équations on tire 

ôR au 

II) -s- — • ^'^y ^ "T — - ^^Z'.' ' 

^ oufi à a a: 
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de là un moyen de calculer les w puisque l'un d'euxestégal à un. 
11 pourra arriver que toutes les dérivées -^ — -. soient nulles, 
alors au lieu de (lo) on a 

3 — ^ daj + '1 c c— daij dciiu + • - 



en éliminant les différentielles entre cette formule et (ii) on a 
une équation du second degré pour déterminer un argument 
quelconque, les équations (9) ont deux solutions correspon- 
dant à une même racine de R = o. 11 est inutile d'insister sur 
le cas où toutes les dérivées secondes de Pt sont nulles. 
La formule (11) donne évidemment 

aR ^R _ ^R ^ _ÔR 

baij ' 'àciij bciik 'àaiu 

ou 

ÔR ÔR aR ÔR 



àctij 'àaik 'àciik hctij 

On pourrait déduire de (11) d'autres formules du môme genre 
en éliminant les arguments. 

On obtient des équations linéaires aux dérivées partielles en 
remplaçant dans cpo^^o, cp^=:::o,... les arguments parles déri- 
vées de R qui leur sont proportionnelles^ nous ne les écrirons 
pas. 

Lorsque l'on se propose de faire une élimination on peut 
être parfois tenté de faire un changement de variable, il faut 
alors agir avec certaines précautions ainsi que cela ressort des 
propositions suivantes. 

Si dans les équations (9) on pose 

( ^0 = 4^0 (Jo' Ji • • • yn) ^ 

{--) • - 

( ^n =='^^i(jo, Ji •• Jn) . 

elles déviennent 

*0 ( JO Ji • . 'Jn) —0,^,~O...^Vn—0. 

et la résultante V\J = o de ces équations est de la forme 
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S := G désignant la résultante de (12) provenant de l'élimina- 
tion de 2/1, 2/2 •.. Vn- 

En effet, si les équations (9) ou 

?o('%' ^i •••) = c». 'fi (^o^'l^i-- O^^o, ... 

ont une solution commune on a R = o, équation satisfaite pour 
certaines valeurs de 'i^Q, à ces valeurs correspondront des 
valeurs des y ou de y^ données par la condition S = o, mais 
IV = est satisfaite pour ces valeurs de y^ qui rendent S et R 
nuls, donc IV doit contenir R et S en facteur, elle est donc de 
la forme annoncée. 

Corollaire I. — Si l'on multiplie l'une des équations (9) 
(^^^ = par 'h{x^, xo ...), la résultante des nouvelles équations 

sera II cpo (^1 , (^2/? •••) ']^ (j^in---) =0, elle sera donc le produit 
des résultantes de 

Oq HZ o, Oj^ = o. . . 0^ = et de ^h nz o, cp^ zz: o, . . . On = o. 
^9/ «QQ, <2q^ ... aij ... désignent des constantes, la résultante de 

i «00 ?0 + «0.L ?.L • • • + ^^071 On — O , 

(i3) ) a^o Oq + a^^ o^ . . + a^n On = o , 

sera R A 1^ =0, A désignant le déterminant S dz a^^ a^ ... a,^^ . 
En effet, chaque élément du déterminant se trouve ainsi 
multiplié par K. 

25. Méthode d'élimination de Labatie et analogues. — Si l'on 
veut éliminer x entre deux équations o (.r) =: o et '1/ (.r) = 0, il 
suffit évidemment d'égaler à zéro le dernier reste dans l'appli- 
cation de la méthode du plus grand commun diviseur aux poly- 
nômes c9 et J;, à la condition que les équations cp = o, (];= o ne 
contiennent pas de paramètre variable , ou que si elles en 
contiennent on aura soin de procéder rigoureusement, c'est- 
à-dire sans introduire de facteurs pour éviter des dénomina- 
teurs. 

Cependant on peut introduire les facteurs en question, à la 
condition de modifier convenablement le résultat obtenu ; c'est 
ce qu'a fait pour la première fois Labatie^ sans se douter peut- 

Laijre^'T. L'Élimination. 4 
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être à cette époque, que sa méthode rentrait dans une autre 
beaucoup plus générale. Quoi qu'il en soit, lorsqu'elle a paru, 
la méthode de Labatie avait une valeur incontestable, elle a 
constitué un véritable progrès dans la théorie. 

Soient d^o et d>i, deux polynômes entiers, Oq, Oi... des fac- 
teurs fonctions des coefficients de ^q et de '|i ; soit q^ le quotient 
de 9o<J>o par 4^1 et 4^2 le reste. Soit ^2 le quotient de 0^ dy^ par 62 
et 4^3 le reste, etc. ... Soit enfin ^^ un dernier reste indépen- 
dant de .r. Désignons par R un symbole que l'on énoncera 
résultant de. On aura 

% 1^0 = <Ji 4^1 + 1^2 ' 
9l ^i = ^72 ^2 + '^3 . 

0n-3 dn-3 = qn--2 d;;,-2 + d?r-l , 
6„_2 dn_o = r/n_i 4^n-d + ^/r • 

on aura ensuite 

R (d,^ , ^n-\) ~ ^n ^"' = R (0,î_2 '|n-2 — '/n-l ^n-J , 4^77-l) 

car '\n est le résultant de d^-i et de d,^ à un facteur près, qui 
est une puissance du premier coefficient de 'hn-i- 

On a ensuite, en désignant par ^- des facteurs convenables, 

R('i;,^_l , 4;n-2) = R- (On- 3 dn-i — qn~^± dn-2 , '^7^-2) 
= 6h_3 (fn-'-l R (drt-2 , d«-8) . 



R(4^1 W = C^^R(^O.W ' 

en désignant par a,- et ^i des exposants convenablement choi- 
sis. On déduit de là que Y\ (do, 'î^i) est égal à d,^ divisé par un 
facteur produit d'expressions delà forme H 0'^ «^ Si les quo- 
tients q sont du premier degré, ils sont immédiatement con- 
nus, sinon ils exigeront quelques calculs généralement fa- 
ciles. 

On peut rapprocher de la méthode de Labatie la suivante 
qui consiste à éliminer successivement la plus haute puissance 
de .r et le terme constant; en procédant ainsi on remplace les 
équations par d'autres plus simples mais en introduisant des 
facteurs connus, dont on peut débarrasser le résultat final ; il 
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suffira, pour me faire comprendre, de choisir un exemple : 
considérons les équations 

a,X'2 + bx -\- C :=: O ^ cdx^ + h'x -j- c' =r: O , 

on les remplace par 

a' a x^ + a'hx + a'c = o, aa^x'^ + ah'x + clc' = o 
c'a x^ + dhx + ce' = o, ca'xr' -\- ch' x + ^C m o, 

puis par 

[ah' — ha') x -\- ad — cc(^ =3 o , 

X \{cic' — ca') X 4- (c// — /;c')j nz o, 

on a ainsi introduit le facteur ad — ca\ mais si l'on divise la 
seconde équation par .r, il arrive que Ton supprime le facteur 
introduit et on est ramené à trouver la résultante de deux équa- 
tions du premier degré. 

11 résulte bien de tout ce qui a été dit jusqu'ici, que pour 
éliminer ^ et ?/, entre trois équations 



(i) ? = o, X 



~ o. 6 



il ne faudrait pas éliminer par exemple, x entre = et y= o, 
ce qui donnerait une résultante A=o en y, puis éliminer .r 
entre '^ = o, -^ =: o, ce qui donnerait une résultante B = o en 
y, enfin éliminer y entre A = o, B = o, ce qui donnerait G = o. 
Cette équation Gn=() ne serait pas la résultante des équations 
(i). Cependant on pourrait en déduire la véritable résultante : 
En effet, A et B sont de la forme 

A =: ). cp 4- [j. y^ , B = i^ cp + p'^ 

A, [j;, V, p désignant des polynômes que l'on sait former. Aux 
équations (i) on peut substituer les équations 

9 z= o, X C9 -f" (^ X "^- ^ ' i^ o -|~ 94^ — - ^ ? 
mais la résultante n'est plus C. On a, en effet 

R (Xcp, ;j.x, f) = R ( ?, X> ^) ^^ 0'^ X^ 4^) I^ (?^- \^^ ^) ^ 
R (cp, \o + [ay, 6) = R (cp, y, <!;) R (cp, [j., -h) . 
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et en continuant ainsi 

R (o, Xo + l^X, ^7 + ?'-p) = P^ (^> 7 5 'î^) I^ (?? '^' ^) 1^*- (?' ^5 ?) • 
On peut donc calculer le facteur introduit. 

'26. Équations homogènes. — Nous allons maintenant étudier 
quelques cas particuliers dans lesquels le travail de l'élimina- 
tion se simplifie. 

Supposons les équations 

f^ (X.^, X2 . . . ^n)=0, f^ =0. . . fn —O 

homogènes en x^, .x.2... .r^ , elles sont en réalité k n — i varia- 
bles qui sont les rapports de ?i ■ — i des quantités x à la tz^', la 
résultante, ou plutôt le résultant de /l, /i... fn contiendra en 
facteur la variable non éliminée, et rien n'empêche alors de 
faire abstraction de cette variable. Il est d'ailleurs loisible de 
rendre n équations h n — i inconnues homogènes, en introdui- 
sant une variable nouvelle; on pourra toujours supposer fina- 
lement à cette variable la valeur un. On trouve à l'introduction 
de cette variable d'/iomo^é72e7Yé, de nombreux avantages, l'un 
d'eux résulte du théorème suivant : 

Le déterminant des fonctions homogènes /\, f^,.. fn de .r^, 
.r2... Xn s'annule^ ainsi que ses dérii^ées, en même temps que leur 
résultant. 

Ce théorème suppose les fonctions f de même degré, mais 
on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi en multipliant 
quelques-unes par la variable d'homogénéité. Soit donc m le 
degré de chacune des fonctions f, on a comme l'on sait 



(0 






Si fy = /2 =. ..=/;, = O, le résultant des f est nul et récipro- 
quement ; et il est évident que l'on a (et quand même les f ne 
seraient pas de même degré) 
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Désignons par D le déterminant fonctionnel de /l,... fn- 
De (i) on tire, en posant fij = -^-^ , 

OXj 

différentions la première de ces équations par rapport à x^, 

x-i. . . ,r„ , on a 

_ ^ ÔD r SD . ^ ÔD , , , ,. ô ÔD 1 

Si nous avons alors égard aux relations qui existent entre les 
mineurs d'un déterminant et ses éléments on aura seule- 
ment 

ÔD __ [ ^ ô ÔD , , -/• ô ÔD 1 



en supposant /'i=/*2=...=o et, par suite, comme on ravuD = o 

•1 ÔD " aD or. 

il reste -r — =o, -^-^-^o, etc. l^. q. t. a. 

Puisque D et ses dérivées s'annulent avec les /* on a 
D =z A, /; + . . . A, f, , 

-^-Aa A+ ... Unfn , 

les), désignant des polynômes entiers. 

Le théorème précédent peut servir à trouver la résultante de 
trois équations homogènes du second degré ; en effet dans ce 
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cas D est du troisième degré et ses dérivées sont du second; or 
les équations 

ôD ÔD ÔD 

au nombre de six sont du premier degré en .r^, .x|, .x|, .x^ .ro, 
^2 X3, .r3.-ri. Leur résultante est celle des équations f\, fo, /;] = o. 
On pourrait également trouver, en appliquant la même mé- 
thode, la résultante de ji équations dont trois seraient du second 
degré et les autres du premier degré. 

27. Solutions doubles. — Si les équations 

(l) fi =0, /; = G ... fn~0, 

OÙ fi, /i... fn désignent des polynômes entiers en Xi, .ro.., .r,^ , 
ont une solution double, Xi -]- dxi, ,ro -\- dx.^,. . devront satisfaire 
à ces équations en même temps que .r^, x.)... et l'on aura 

i -~~ dx. A ~- dx.y + . . . -j —^ dxn = o, 

l ox^ dx'.^ -^ àXri 



U 



\ bfn r , Hr . ^ , ^A 7 

' — --' dx^ + ^ dx.^ -j- • • • + ^^ — dxn 



\ hx^ ^ Ô,X'.2 ^ ' " ' hXn 

en sorte que 

sera nul avec les f> Rendons les équations homogènes par l'in- 
troduction d'une variable x^, on aura, si les équations sont 
satisfaites 

r ^f' 4_ ^ ^^i 4_ 4- r ^^^ — n 



multiplions la première de ces équations par ■ — ^-:, la seconde 

ox, 
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^^ ■ . 

par ^ — ^••- ^^ ajoutons, en observant que D = o, nous 
aurons ; 

lien résulte que si les équations (i) otz? ^^ne solution double^ 
les déterminants des f relatifs à n des variables .r^, x^... x^seroiit 
tous nuls. 

La condition pour qu'une solution soit triple pourrait s'ob- 
tenir en appliquant les mêmes principes, mais le résultat serait 
bien plus compliqué. On peut cependant obtenir à cet égard 
quelques résultats intéressants. En effet, on a 



et en combinant cette relation avec ('i) on a 

^ J'-{! dx..+...,-p^dx, 



ôx^ ^ ox^ ôx.^ - ox^ àx.y ^ àxf^ 



ÔX'^ ' ôx.^ 



et d'autres équations analogues, d'où l'on déduit en ajoutant 

dD= o , 
ou 

aD ^ , b\} , ' 

-^ ■ dx , + -^r dx.y + ... =r o , 

bx^ ^ ax.^ 

En sorte que les équations obtenues tout à l'heure en égalant 
à zéro les déterminants de /i, f.^... fn, ont elles-mêmes une solu- 
tion double quand les équations (i) ont une solution triple. Et 
l'on pourrait évidemment généraliser. 

'28. Autre exemple de simplifications. ~ On a souvent besoin 
d'éliminer ,i\^ x^.., .x,^ entre des équations de la forme 



(1) f^(x,)=:0,f,{x,) =0... fn[x,) 

(2) O (.'r^ , X, , .. Xn) ~ o , 
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dont les n premières ne renferment chacune qu'une seule varia- 
ble, voici comment on peut procéder. Soit en général //z^ le degré 
de fi . On divisera o par /i, soit q^ le quotient et r^ le reste, on 
divisera r^ par o^ ; soit ^, le quotient, j\2 le reste, etc., soit 
enfin cpi le dernier reste, on aura 

?--/"' 7i + ^2 'Zi + • • • + fn qn + 9i, 

cpi ne contiendra plus Xi qu'au degré m^ — i , .^2 qu'au degré 
m.^ — I , etc. Je dis que l'on pourra remplacer cp par cpi sans alté- 
rer la résultante. 

En effet, en appelant a,, a^... des racines des équations (i), 
on aura 

Tl o [a^, «2, . . -) = n o^ (a^, a^, . . .) . 



Désignons par w^ = i, Wj,... oj,;. ,les a arguments de la forme 
*^î '^2 '^3--- où a</?Zx, ji </^22, Y < "Z3... formons les produits 
cpiW|, çpjW2 ••• 9iW;j. et opérons sur chacun d'eux comme nous 
avons opéré sur cp, c'est-à-dire, divisons en général cpioj.j, par 
/"i, fi ... successivement, et appelons cp^ le dernier reste ; éga- 
lons tous ces restes à zéro, nous aurons tx équations 

Oi =: o, C5, izi o, . . . o.ji n: o . 

Si entre ces équations, linéaires en oj^, wj... w,,^ on élimine ces 
quantités, on aura la résultante cherchée. En effet on a 

Oi = O^ ro/ — q\i fi — q^iU — ■ ' ■ — qnifn , 

les qij désignant des polynômes entiers, et on a 

cp^ w/ — q^i /;—...— qni fn — s <^'/y ^j , 
les Cy désignent des constantes; si l'on pose 



et si l'on remplace dans les équations précédentes .r^, .r2 ... 
par les valeurs annulant à la fois tous les f, on obtient [x équa- 
tions qui montrent que 

ou 

IJ o fa, a., . .) =:: C , 
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Ù désignant le déterminant des jjl^ valeurs que prennent les \l 
quantités o)ij quand on y remplace les .r par les |j. systèmes de 
valeurs des x qui annulent les f, 

ig. Autre exemple. — On rencontre fréquemment en géomé- 
trie analytique des équations de la forme. 

(z) A. = JL ,,,.= ^, 

dans lesquelles /l, /*2 ,.• fn sont les demi-dérivées de la fonction 
^aij XiXj ç^l §\, g2 '" g les demi-dérivées de la fonction 
11b ij Xi Xj , il s'agit d'éliminer les x entre (i) et ('i). On peut 
toujours supposer 

( ^'l = ^11 fi + (^[2 A ■ •' + ^in fn > 
(3) i gi = ^*11 /i + ^2^ fl '" + Hn fn , 

les c, y désignant des constantes, ces formules s'obtiennent en 
éliminant les ^ entre les équations de la forme 

fi z= an x.^ + a/2 .r^ . . . + a-ui Xny 

gj = hji X^ + hyi x., . . . -f bjn Xn. 

Des premières, on tire 

Xi — Aa /; + A,-2 /; 4- . . . + kin fn 

et A,;^- = Kji . Si l'on porte ces valeurs dans les gj on obtient les 
formules (3) dans lesquelles on voit que 



et des équations (i) on déduit alors 

Cji fi + Ci2f2-" _ C-21 fi + C-22 fl' - ■ 
Cil &i + ^'12 8'2 '■ ~ ^21 ^'i + C,2 ^2 • • 

ou bien 

^11 gj + ^12 go"- _ ^21 ^'i + ^22 g'2 • • • 
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OU 

fr fo- o- ^ o' (o- <r ) 

& 1 VC 1 ? O 2 - • / £> 2 V& L ? & 2 • • • / . . . 

l'équation (2) donnera alors, en posant 

O MO 1 5 O 2 ' • • J — ID i > 

la relation 

(4) X,^-Î+X,^i ... +X,4:z=o; 

mais en posant 

<y. (cA o'I ^ — 0-2 

on voit d'une façon analogue que 

(5) X,g^+X,gl+.. +Xngl=o 

et ainsi de suite, les équations ('2), (4), (5) ... sont du premier 
degré en .r^, œ.2 ... et leur résultante, est la résultante cherchée. 
La résultante prend une forme qui mérite d'être signalée, 
d'abord l'équation {'2) peut se mettre sous la forme 

(6) x^ GjL -[~ x.y G^ . . . -j- ^« ^n = o , 

Gi désignant ce que devient gi quand on y change .x'i, jj.), ... <Ln 
en Xi, X.2... X,, 

L'équation (4) peut s'écrire 

^i Si [gv 8-1- ")+^i ë'-i [ëi . . .) H- • • • = ^ , 
ou 

o i ^i + &2 ^2 + • • • + Sn Gn~0, 

OU encore 

x^ Gj, (G^, G^ . . .).-[- x.^ G, (Gj^, G.2 ...) + .. . — o , 

ou si l'on veut 

^i Gi -j- ^'■> G2 . . . =iz o , 
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etc., en sorte que le résultat demandé est 



^9 



(7) 



G^ , G.^ ... Gn 

.1 



Gl, G^ .. 



Gn—i. r^ n- 
1 j'^â 



G, 

.Gr' 



GJ, est alors une fonction itérative, c'est une fonction donnée 
par la formule 

Gi,(X, ,X, ..)=G, [G'r^X, ..),Gr '...]. 

La formule (7) donne comme cas particulier, l'ensemble des 
plans qui ont les mêmes pôles par rapport à deux surfaces du 
second ordre, l'ensemble des plans principaux d'une surface du 
second ordre. 

(7) présente évidemment cela de remarquable, que l'on peut 
y faire le changement de X^, X2... en G^ (X^, X2 ...), 
G2 (X|,X2 ...)... sans qu'elle cesse d'établir la même relation 
entre les X. 

3o. Étude d'une équation remarquable. — On rencontre des 
cas particuliers de l'équation 



(0 



Al + ^S'ii y fi2 + •''"o 12 f^n + ^g^n 



dans une foule de questions d'analyse, de géométrie, de méca- 
nique et de physique mathématique. On a fij -^^ fjh bV^^ bj«' ^'' 
les/îy, comme les gij, sont indépendants de s. Nous suppose- 



/• 



et nous appellerons A le premier membre de l'équation (i). 

Il s'agit de trouver la condition pour que A = o ait une 
racine double, triple... ; pour cela il faut exprimer que les 

équations A = o, , = o,... ont une racine commune. Les 

procédés généraux se simplifient dans le cas actuel, quand on 



'^fij 


XiXj 


5 § 


■=1 




Xi Xj 


I 


^f 






I 


bg 


1 


^Xl ' 


t> ' 


~ 


'1 


bxi •' 
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suppose les fji et les g y réels. On a en effet 

o = (/21 + ^8n) -Â7- + • • •+ {f2n + sg,n) 






et, en différentiant par rapport à s, 



De ces formules on tire en les ajoutant après les avoir multi- 
pliees respectivement par ■ •. , ^,. ■ , ... 






Si donc A et A^ sont nuls à la fois, on aura 
ou 

/_aA_ _aA^ " __ 

et plus généralement 

•/i>i ' a/;>2 



a/i>i ' a/;>2 '"' ' 



et comme l'équation en — a aussi une racine double ; 
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Si donc l'une des formes f ou g est définie, la condition cher- 
chée se met sous la forme d'une somme de carrés tous positifs 
et se décompose en n équations, et môme en n^ équations qui, 
bien entendu, ne sont pas toutes distinctes. 

Il est bon d'observer que les déterminants 

Ô/i^i àfpi dfpn 

dans le cas où l'on a A =0, sont proportionnels aux valeurs 
de .Ti, .T.) ... ^7î tirées des équations 

[fn + Sgn )x^-{- ... {fm + S gin) Xn= O, 
[fni -\- S gai) ^'i + . . . [fnn + ^nn) ^n zm O, 



qui reviennent à 



ii- = ii.= ... = iL = s^X 



fi t>i 



en sorte que les équations 



donnent 






f[x^^ X.,...Xn )= O, g [x.^^.,.Xn) = O. 



L'interprétation géométrique de ce résultat est que si l'équa- 
tion qui détermine les points qui ont même plan polaire par 
rapport à deux surfaces du second ordre a une racine double, 
un de ces points appartient aux deux surfaces et en ce point 
les surfaces ont même plan tangent. 

Le cas particulier où g = x\ -f- .r^ -|- . . . , -j- 4, auquel on peut 
ramener le cas général au moyen d'une substitution linéaire est 
particulièrement intéressant. 

Car l'équation 

[ aà ai 



^\ ^& 



se réduit à 



ô/i.. 



ÔA \-, /âA 



hm 



df^i ^\-^ I +--0; 
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d'où l'on conclut 

et l'on voit que tous les mineurs de A sont nuls quand A = o 
a une racine double. 

Mais étudions la question plus à fond ; dans le cas actuel 
on a 



Si A a un facteur de la forme (s — s^^y- , A^ aura un facteur 

de la forme (5 — s^)''-—'^ et comme -^^ s'annule, le premier 

membre de l'équation précédente admet le facteur (s — s^j-^, 
ÔA 



si a=: 3 les -r—- ) admettent ce facteur, ce qui est absurde si 
lesf ^ j n'admettent pas le facteur [s — s^)'' ; et alors 

les -^-7- admettent le facteur (s — s^. Si a = 4 les -^:r- ad- 

mettent le facteur [s — 5^)^, etc. En sorte que si A =0 a une 
racine d'ordre a, ses mineurs égalés à zéro ont une racine 
d'ordre a — i . 

Mais alors les mineurs des -=rT~ ont un facteur d'ordre oc — 1, 

àfii 

et il est facile de voir que tous les mineurs du second ordre 
de A ont le même facteur {s — -0)"^ "^ " ^'^ *^^Gt on a 

ô^à aA ÔA / ÔA 



ce qui met le théorème en évidence. En continuant ainsi on 
voit que la condition pour que A = o aits^pour racine d'ordre a, 
est que les mineurs d'ordre a — i de A égalés à zéro admettent 
la racine 5^. 

L'équation obtenue , en égalant à zéro le discriminant de 

f {x.^, X,... Xn ) — s [x.^^ + x,2 J^,,,J^xh^), p<n 
conduit à une discussion et à des conclusions analogues; on la 
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rencontre dans la théorie des rayons de courbure principaux et 
dans la détermination des sections circulaires des surfaces du 
second ordre. 

3t. Discriminants. — On appelle discriminant d'une fonction 
homogène /"et entière de x^, .x., ... .r^ le premier membre de la 
résultante des équations 

-^=10 -^=0 -^ =0 

D'après ce que l'on a vu (p. Sa), lorsque le discriminant d'une 
fonction est nid, ses dérivées sont nulles pour un sj'-stème de 
valeurs des variables qui doit annuler le déterminant dont l'élé- 

ment o'énéral est -^r — ^; — , ce déterminant est le hessien de la 

^ dœiOXj ' 

fonction f. 

Le discriminant d'un produit est nul. En effet soit 

f—uv; 
on aura 

'èf 'au hv 

df bu , b\' 

OX.y OX:) OX.) 



Si donc, la fonction /"contient plus de deux variables, les équa- 
tions -~—=zo, X- — ■ = o, ... auront une infinité de solutions 

^x^ 0^2 

car elles seront satisfaites pour u = o, p = o, leur résultant sera 
donc identiquement nul. 

Si la fonction fne dépend que de p variables u^, ... u^^ p étant 
inférieur à n, son discriminant est encore nul. 
En effet 

bf __ bf hu^ bf hup 

bx.^ bu^ bx^^ bup bx.^ 

bf bf • P . , 1 , . ^ 

et -r-^ =o, -^ = o ont encore une inlinrte de solutions a 

OX^^ OX.) 

savoir celles de -5^ =0, -^ = o, ... ^ = o. 
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3 '2. Propriétés des solutions communes. — On sait que le 
nombre des termes N (in^ n) d'un polynôme du degré m à n 
variables est donné par la formule 

[m-Arn)\ 
ÎN {m, n) = ^ \ 



Je rappelle rapidement la démonstration de ce théorème. Le 
nombre N (m, n) est le nombre des termes d'un polynôme homo- 
gène du degré m kn-\- i variables .r^, x^ ... .r^^. Le nombre 
total des lettres qu'il contient, en comptant a fois une lettre x''- 
qui y entre avec l'exposant a est mN (m, n). Alors une lettre x^ 

par exemple y entre — ^y^ — N [m, ii) fois. D'un autre côté si 

des termes qui contiennent .r^, on retranche cette variable, ce 
seront les termes d'un polynôme du degré m — i à 77 + i va- 

riables et us contiennent .r., ; tois. 

^' n-f- i 

On a donc 

; — N (m., n) n: — — ; N [m — i.n) + N (ni — i , n), 

n-\-ï /i + 1 ^ / ' V / 

ou 



Is (/??,, n) — — -' N [m — i,n), 



et en observant que N (i , t?) = t? + i , 
on a 

^_ . (m-\-?i)\ 

^ 771 ! 7Î ! 

On pourra donc assujettir un polynôme du degré m à n varia- 
bles à N (m,/2) conditions, par exemple à prendre N (m, 7i) sys- 
tèmes de valeurs données pour N (}n,n) systèmes de valeurs 
des variables. 

Les solutions d'un système d'équations en x^, x.2 ... x^ 

(l) fi = 0, f.^—O... fn—O 

des degrés m^ , m^ ... m^^ respectivement sont multipliées par t 
quand on multiplie par V'- les coefficients des / qui sont de 
poids a, les valeurs des inconnues sont donc des fonctions ho- 
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mogènes en poids, isobariques comme on l'a dit quelquefois, 
des coefficients. 

Si dans une équivalence prise suivant les modules fi, /l ...fn, 
on remplace .^1, x^_^.., Xy^ par les éléments d'une solution de (i), 
cette équivalence se change en une égalité, puisque les modules 
deviennent rigoureusement nuls. 

L'équivalence 

(2) ^(^^,...)^ÇPjQ^ -f Cp2ii2'-- + ?ix ûj, 

OÙ les il sont des polynômes réduits et les (p^ des constantes 
montre alors que toute fonction entière d'une solution est équi- 
valente à un polynôme entier par rapport à cette solution et 
dont le degré par rapport à x^ est m^ — i , par rapport à x^ il 
est m^ — I ... ; et il faut bien remarquer qu'en vertu du théorème 
de Jacobi^ le second membre de (2) s'exprime en fonction des 
coefficients des f; les solutions elles-mêmes n'y apparaissant 
que virtuellement, et seulement par des fonctions symétriques 
exprimables en fonction des coefficients des f. 

La même chose a lieu pour une fonction rationnelle quel- 

conque. En effet soit -j— une pareille fonction, on peut poser 

et par suite ^4^= i pour ^1 = a^ ... donc ^cp est équivalent 

à — j— et par suite est équivalent à une fonction entière de même 

nature que cp. 

Les solutions d'un système d'équations ne peuvent pas être 
choisies arbitrairement comme les solutions d'une seule équa- 
tion. Et en effet le nombre total des coefficients distincts de n 
équations des degrés m^, m^ ... nin est 

(»h + ^)- , (^n + n) ! _ ^^ 

nombre inférieur à n. /?Zi m^... m^, nombre des conditions 
auxquelles il faudrait les assujettir pour exprimer qu'elles 
admettent m^ m^ ... m^ solutions données. 
L'équation 

Laurent. L'Élimination. 5 
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trouvée plus haut, et d'autres analogues, donne en annulant 
les coefficients des oj,-, des relations entre les solutions. 

On trouve aussi des relations différentielles importantes entre 
les solutions comme il suit : 

Pieprenons les équations 

(l) f^ — 0,f.^—0, ... fn — O, 

où /l, f%... fn désignent des polynômes des degrés m^, m^ .., 
m^ respectivement, désignons toujours par D le déterminant 
fonctionnel 



'à [X^, X^^ . . . Xn) 

et différentions les équations (i) en faisant varier les coeffi- 
cients «i, «2 ... de la seule fonction /i, posons enfm 





0/— 


. f .la, 


+ ^..,+ ...: 


nous aurons 










â/1 


dx, + ... 


+ ^:'--' = -'^ 






■ dx, + . . 


1 ^A / 

. + . - dXn = . 
àx-a 






- dx, + . . 


.+ f'" dx„^o. 

àXn 


On en déduit 


dx; : 


5/i 


ÔD 




~ 1) 


dXi 


ou 




dXi 


s/-,. 




.OU 


X - D 






(^Ï 


) 



Multiplions les deux membres par une fonction entière 
F(,r|, x.^ ... x.j^) de degré inférieur à S m — m^ — n, remplaçons 
Xi, xo ••' ^n p3-i' l^s éléments a^y , a^y , ...a^y d'une solution des 
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équations (i), faisons /= 1,2, ..., \).= ïlm et ajoutons, nous 
aurons, en vertu du théorème de Jacobi (§19) 

\ da.ij 

Ces équations constituant un système de Ji équations aux 
différentielles totales qui ne renferment pas les coefficients de 
la fonction fi et qui a pour intégrales les solutions des équa- 
tions (i), ou si l'on veut les équations (i) elles-mêmes. 

33. Reconnaître si un polynôme est réductible. — On facilite 
singulièrement le travail de l'élimination quand on a la bonne 
fortune de tomber sur des équations dont les premiers mem- 
bres sontdécomposables en facteurs (§ 23). 11 est donc désirable 
d'avoir un critérium qui permette de décider si un polynôme 
est ou n'est pas irréductible ; et dans le cas où il n'est pas 
irréductible, de pouvoir le décomposer en facteurs. C'est 
l'objet des considérations suivantes. 

Soient 

/; (xj — O , f, (X'J = O , . . . /; [Xn] ~ O , 

n équations algébriques ne contenant chacune qu'une seule 
variable, et que, pour fixer les idées, nous supposerons de 
même degré ??z, quoique cela n'ait rien d'essentiel. Nous sup- 
poserons 

fi [Xi) — [xi — %.^i) [X.,— a,i). . . [Xn — C(.ni) 

les racines a^ pouvant être quelconques, de préférence entières 
et positives, mais inégales. Nous poserons 



[Xi — OL^i) fi[a.yi) 
et nous aurons 



UiJ '-^ik 
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Si nous désignons alors par ^i, ?2 ••• ^{x les [i.=:m^ facteurs de 
la forme 

ou/», q, ... s peuvent prendre toutes les valeurs i, i, .,. n. Le 
produit 5z Ij pourra se mettre sous la forme 

(l) ^/ ?/ ; = fi (-^i) Ù (-^2) • • fn [^n) ^ij , 

Sly désignant une fonction linéaire à coefficients constants 
des ^. 

Les fonctions ^ sont des cas particuliers des fonctions inter- 
polaires considérées plus haut, paragraphe 71. Je suppose que 
l'on ait formé toutes les équations telles que (i) et que tous les 
polynômes S aient été calculés. 

En éliminant entre toutes les équations analogues à (i) les 
quantités $, ou, ce qui revient au même, S. /'1/2 ... fn^ on aura 
sans peine, "une série de i^^ — \k relations entre les produits 
\i ^j et ces relations seront linéaires, et à coefficients constants. 

Ainsi, tandis qu'entre les ^il n'existe pas de relation linéaire 
homogène, il, en existe entre leurs produits 5^ $y. 

Considérons maintenant un polynôme F (^^j -^2 ••• ^n) de 
degré inférieur à m, on pourra (§ 71) le mettre sous la 
forme 

(2) F = a^?^+«2Ç2 ... +aj, t..' 

«1, a^ ... désignant des quantités indépendantes des x. S'il est 
décomposable en deux facteurs, chacun de ses facteurs pourra 
lui-même se mettre sous la forme 

^i il + ^'2 ?2 • • • + ^'^ ?I^ ' 

et le polynôme F pourra encore se mettre sous la forme d'un 
polynôme du second degré en 5i, ^2 ••• à savoir 

(3) ¥ -I.hi cj l, Çy . 

Mais en multipliant membre à membre les équations (2) et 

I — ?^ 4-^,-1- ... Çj, , 
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on aura aussi 

(4) F =z'Z{ai+aj)^iii . 

■ Sous la forme (4), comme sous la forme (i) le polynôme F 
considéré comme fonction des ^ sera une somme de deux car- 
rés ; mais il existe comme on l'a vu \iJ^ — [l relations identiques 
de la forme 

en sorte que tout polynôme F peut se mettre sous la forme 

(5) F = S [ai + â^/ + 2 £/, mijh] ^i ^j ; 

les £ et les T^iy/^ étant des constantes, et les s sont arbitraires. . 

Sous la forme générale (5), F pourra ne plus être décompo- 
sable en deux carrés quels que soient les s, mais s'il existe un 
seul système des £ non tous nuls permettant de décomposer F 
en une somme de deux carrés, le polynôme F considéré 
comme fonction des x sera lui-même une somme de deux car- 
rés, et par suite ne sera pas irréductible. 

Pour exprimer que le polynôme sous sa forme (5) est une 
somme de deux carrés, on aura à écrire une série d'équations 
du troisième degré par rapport aux £, qui devront être satis- 
faites, on rejettera d'ailleurs les systèmes où tous les £ seraient 
nuls . 

Le moyen que nous proposons pour décider si un polynôme 
est décomposable en facteurs, n'est évidemment pas très pra- 
tique, c'est là un inconvénient, mais il a l'avantage de préciser 
l'ordre de la difficulté à vaincre, et de montrer que les opéra- 
tions à faire sont d'ordre algébrique, enfm que l'on peut, à la 
rigueur, les effectuer. 

Il serait bien à désirer que l'on pût, pour des fonctions inter- 
polaires quelconques, trouver les relations linéaires qui exis- 
tent entre les ^^ 'ij, mais c'est là une question qui me semble 
hérissée de difficultés. 

34. Développement en série. • — Liouville a fait connaître dans 
son journal une méthode qui permet de développer en série 
une fonction des solutions d'un système d'équations et par 
suite les résultants. 
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Nous donnerons une idée de cette méthode en considérant 
trois équations 

? (^. J, ^)^ ^> 1 (^. J. z)=io,^^ [x, y, ^) = o , 

de degrés m, n, p. Si l'on décompose cp, j^, ^ en groupes homo- 
gènes, on peut écrire ces équations 

Om {oc, y, z) + o,n-i {x,y, z) + . . . =z o , 

X^^ (^'. J' ^) + Xn-1 K J, ^) + . . . = O , 

4^;) (^' J' s) + 4^^_i {x,y, z) + ... ~o , 

l'indice placé au bas d'une lettre indiquant le degré du poly- 
nôme représenté par cette lettre. 

Posons y=^a.x^ z=^^x, ces équations deviendront 

(i) cp,„ (a, P) H cp,„_i (a, P) + ^ ?m-2 (oc, p) . . . zz: o , 

(2) Xn (a. P) + . . = O , 

(3) ^^(a, p) 4- =0. 

Pour ^ = co , les équations (i) et (2) se réduisent àcp^ (a, ^) = o, 
y^^ (a, ^) = o, et si l'on suppose aj. et ^1 solutions de ces équa- 
tions, on pourra poser 

(i) et (2) deviendront alors 

+ ... = 0, 



ou en observant que cp^ («i, Pi) = o, 4')i(^i! §i) = <>i 

— % + -5^ ?2 + ?» - 1 («U Pi) 
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dans une première approximation^ on pourra prendre 



(4) 

et l'on posera 






a — a^ -f- ^ 



P=A+^ + - 



en portant ces valeurs dans (i) et (2), on déterminera as, % et 
ainsi de suite. Portant ces valeurs dans 

on aura le résultant 

OU 

Le premier terme du résultant sera 
Le second terme sera 



X 



^P i^i. Pi) 



Si Ton y remplace a^ et ^2 par leurs valeurs tirées de (4), à 
savoir 



7^ 

on trouve 
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^mnp-i n^^ (^^ 



M^ 



^m— i 



^^m ^^v 






• "^P (^il^i) 









ap, 









On connaît, par suite, la somme des racines de l'équation 
résultante. 

On déduit de cette formule des identités en permutant les 
rôles des fonctions cp, ^, (]^. Il resterait à examiner les condi- 
tions de convergence des séries dont on a fait usage, mais la 
question n'a pas été soulevée par Liouville et elle paraît assez 
difficile à traiter. 

35. Extension partielle aux équations transcendantes. — Con- 
sidérons deux équations quelconques algébriques ou transcen- 
dantes 



(I) 



? W = o, 



<^(a 



Supposons cp (œ) et ^ (œ) monodromes, éliminer x entre ces 
équations, c'est exprimer qu'elles ont une solution commune. 
Or^ les racines de cp (.x-) = o comme celles de <h (.r)=: o sont en 
général en nombre infini et a^, 0L2... désignant par exemple 
celles de cp (x) = o. Le symbole 

ne présentera le plus souvent aucun sens. Dans certains cas 
particuliers, ce produit pourra être convergent ou rendu con- 
vergent en divisant chaque facteur ^ (a^) par un nombre con- 
venablement choisi et suffisamment grand ; mais dans la pra- 
tique, si l'on ne sait pas résoudre l'équation çp = o, le procédé 
que nous indiquons sera même théoriquement impraticable. 
Est-il possible d'exprimer en général que les équations (i) ont 
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une solution commune ? Je ne le crois pas, mais il est possible 
de trouver la condition pour que dans une aire finie donnée, 
elles aient une solution commune^ pourvu que dans cette aire 
4^ et cp n'aient pas de point singulier. 

En effet, on sait que pour un pareil contour 

ÛJ (z) o' (z) 
o(z) 

le résidu pouvant se transformer de bien des manières en 
intégrale définie ; la condition cherchée peut se mettre sous la 
forme suivante 

<!> (aj,)d> (a^)... 4^ (an) ==: o, 



OU (§ 6) 



G) ■ T— T -' (9 ;: — r 

? (-l) ? (-2) 

? (-i) ? (-2) 

G) 7 — T" ' <S> -f — r — , . . . 

? (-i) ? (^2) 

(q r—. — j 

?(-i) 



: O, 



?(^i) ?(%)-• 

?(^l)?(-2)--- 



T V 1; T V'2/ 

A désignant le produit des différences des quantités z^^ :S2 •-• hi- 
Cette méthode suppose seulement que l'on a déterminé le 
nombre 



?w 
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APPENDICE 

J'ai regardé comme connue cette proposition, que : les solu- 
tions d'un système d'équations, sont des fonctions continues 
des paramètres qu'elles renferment. Un certain nombre de 
géomètres semblent croire que cette proposition n'est pas sus- 
,ceptible d'une démonstration élémentaire; ainsi, dans les pro- 
grammes des examens d'admission à l'Ecole Polytechnique, il 
est spécifié que Von admet que les fonctions implicites sont 
continues et ont des dérivées. Je me permets donc de donner ici 
une démonstration très élémentaire de cette proposition. 

Considérons d'abord une équation 

/•(.T,j)=lO. 

Si Xr., I/o est une solution et si -y^ , -~ existent et sont fmis 

dx^ dy, 

(ce qui a lieu si f est un polynôme), y sera évidemment fonc- 
tion continue de x pour x ==: o. En effet, si l'on considère l'ex- 
pression /"(.^o, 2/0 + ^0' 0^^ ^ 

f{x„j,-\-/^=.kfy{x,,y,+ U), o<0<i, 

ce qui montre que si k est assez petit, f{xQ, y^)-{~k) est de 
même signe que k f\j (x^, t/q) ; donc si f'y (xq, y^ n'est pas nul, 
/"(■^o? 2/0 — k) et f{x^^ yç)-{~k) sont de signes contraires, or, on 
peut prendre // assez petit pour que f[xQ-\-Ii, yo — k) soit de 
même signe que f(x^^, y^ — k) et que f[xQ-\-]i, yQ-\-k) soit de 
même signe que f (.^q, y^ -f- k) ; alors f (xo -+-//, yQ-\- k) et 
f(xQ-\- hy 2/0 — k) étant de signes contraires, il existera une 
valeur de y comprise entre yo -\- k et ?/o — k telle que 
f(xo -\- h, y) = o. Donc, quand on donnera à Xq un accroisse- 
ment suffisamment petit, yo subira un accroissement moindre 
que k, ce qui démontre la continuité de y\ 
Si l'on a plusieurs équations 

la première définit une fonction y^ continue de xi y.^, ... y^^ ; en 
en portant la valeur de y^ dans les autres, on aura 

f.y[ocj.y...yn) =0.., 
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la première définit une fonction yi continue de .v;.i 3/3, •• Vn et 
ainsi de suite, donc ^/n, est fonction continue de x . 

Nous avons supposé les solutions réelles, mais si elles sont 
imaginaires ainsi que x, les équations se dédoubleront en équa- 
tions réelles entre les parties réelles et les coefficients de sj — i, 
les parties réelles des solutions et les autres parties de ces 
solutions seront des fonctions continues des parties réelles et 
des autres parties des paramètres, donc, etc. 

La démonstration qui précède met en évidence les cas parti- 
culiers où ces conclusions sont inexactes. 

La continuité des fonctions y entraîne l'existence de leurs 
dérivées, les équations (i) donnent en effet, en faisant croître 
X de A.r 



f--Sf^"=°' 



formules où l'on doit supposer .r, y y... remplacés par .r-t-OA^r, 
2/i-f- OA?/i ... et o<0<i. On en déduit les -^^ et leurs limites 

obtenues en vertu de la continuité des y en faisant les A^/ nuls 
avec A.z-. 
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